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Жа УЖИНА НИНЕ ЖИН, epei Dixik 5 
法 对 Waring 问题 及 Гольдбах 问题 的 应 用 。 МИН, EKE T FREUT CUN 
的 其 他 一 些 则 题 与 方法 。 本 书 不 仅 稼 合 了 这 儿 方 面 的 结果 与 文献 , 更 重要 
的 是 对 其 中 绝 大 邵 分 重要 的 结果 都 答 天 了 较 完 备 的 提 移 性 的 旗 明 。 本 书 对 
于 想 了 解 这 方面 数学 成 果 及 从 事 这 方面 研究 工作 的 数学 工作 少 ， 将 会 有 所 
ФИ]. 


指数 和 的 估计 
及 其 在 数论 中 的 应 用 
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而 写 , 作 为 这 套 书 的 一 个 分 册 于 1959 年 在 德国 以 德 交 出 版 . 

本 书 的 目的 在 于 系 狗 地 总 精 指 数 和 方法 。 СААТАН, ЛИГ саа Е до Яй 
所 以 有 如 此 重大 的 发 展 , 都 是 由 于 指数 和 方法 的 引信 与 政 进 ， 尤其 是 著名 的 素数 分 
WRIA, Waring ПУ, Гольдбах HI, Tarry 开题 以 及 加 内 \ 球 内 整 点 更 题 等 ,更 加 
如 此 . 

作为 百科 全 书 的 一 部 分 ,本 韦 力求 较 侈 面 地 介 厅 这 一 分 支 的 工作 。 不 仅 如 此 ,本 
书 的 写作 方法 ,还 不 只 是 畏 果 与 文献 的 罗列 , 而 是 尽力 注意 到 这 一 分 支 的 系 蔚 性 、 关 
联 性 与 完整 性 。 我 武 图 把 主要 和 结果 贯 宪 起来 , 代 且 尽 可 能 地 扼要 地 涉及 到 这 些 和 结果 
的 恋 明 .希望 有 一 定数 学 修养 的 理沙, 可 以 直接 看 懂 本 书 的 主要 部 分 ,而 不 必 另 翻 原 
TE. 以 上 是 作者 平素 对 总 结 性 与 综合 性 文章 的 撰写 要 求 ,虽然 由 于 篇 幅 有 限 以 及 作 
者 知识 水 平 的 局 限 , 未 能 完全 如 愿 , 但 作者 还 是 尽力 为 之 的 ， 

本 书 册 1952 年 开始 撰写 ,至 1956 年 完稿 , 自 始 至 黎 是 在 中 国 科 学 院 数 学 研究 所 
党 粗 猎 的 支持 与 鼓励 下 进行 工作 的 饮水 思源 ,衷心 感谢 。 在 写作 过 程 中 ,很 多 闻 志 
才 我 查阅 了 可 能 得 到 的 交 献 ,并且 燃 制 了 附 有 摘要 的 文献 卡片 。 而 本 书 就 是 在 掌握 
这 些 材料 之 后 , 经 整理 、 洽 化 、 取 含 与 烷 合 , 而 后 写成 的 。 作 者 访 向 这 些 同志 致 以 谢 
Ж, 

五 年 来 ,这 一 分 支 叉 有 了 进一步 的 发 展 . ЕЛ: SED A RESTE BASE ВУ [8] EST 
又 写 了 五 个 附录 ,把 最 近 发 展 的 缚 果 补 充 了 进去 . 

最 后 ,作者 袁 心 地 希望 庐 者 多 提 意 见 与 批评 . 
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еж Pi s ARIA SE o ER, ВП Гольдбах 问题 与 Waring 间 题 开始 的 . 

Гольдбах 问题 是 在 17429 £g, Гольдбах "faf Euler 时 提 田 的 ， 在 信 中 ， 
Гольдбах 提出 了 关于 将 整数 表 为 素数 和 的 两 个 猜想 这 两 个 猜想 可 用 略为 修 政 了 
ВЕЕРОМ: (A) 每 一 个 > 6 的 偶数 都 是 两 个 奇 素数 之 和 ;(B) 每 一 个 > 9 的 奇数 
都 可 以 示 成 三 个 奇 索 数 之 和 ， 显 然 ,由 命 亚 (A) 可 以 推出 命题 (B). 

从 Гольдбах 写 们 起 到 今天 ,已 烃 积 累 了 不 少 宝 贵 的 数值 栗 料 2， 这 些 查 料 指 出 
了 这 两 个 猜想 是 正确 的 EE AT BERE E PIS IR, 

大 锡 在 四 十 年 前 9， MEERN THAE: 存在 一 个 整数 с, 使 每 一 个 之 2 的 
整数 都 可 表 为 不 超过 с 个 过 数 之 和 ,也 和 被 献 为 是 现代 数学 家 力 所 不 能 及 的 事 . 

在 1770 年 , Waring 提出 了 下 面 的 猜想 ?: 每 一 个 自然 数 都 是 四 个 平方 之 和 , 九 个 
立方 之 和 ,十 九 个 四 方 之 和 ,等 等 。 他 的 骨 窒 表明 了 他 相信 :对 于 每 一 个 给 定 的 整数 
k > 2, ШЕЯ АН; = КЮ, 使 每 一 正 贡 数 都 可 家 为 不 超过 :个 非 
HERH k RAZA. 

Hilbert”? 在 1909 42 (Waring 提出 猜想 后 的 139 年 ) 首先 证 明了 s( k) 的 存在 性 . 
ЮЖ, Шнирельман® X fk 1930 4 (Гольдбах 提出 猜想 后 的 188 年 ) BEBH Т c 的 存 
在 性 ， Hilbert 的 方法 虽然 是 很 奇妙 的 , IH PEH: ЕЕ, 并 未 显示 
出 其 功效 .但 另 一 方面 , Шнирельман 方法 是 广 有 用 途 的 。 我 们 可 以 用 这 一 方法 同 
时 处 理 这 两 个 丙 题 。 更 须 指出 , 在 Шнирельман 的 论 交 中 , 他 引入 了 关于 自然 数 集 
合 的 非常 重要 的 概念 一 一 “ 正 密 率 ”, | 

Hardy 与 Littlewood ФЕ 1804-06, ЕНТ 3829 EGG PORA, НРА 
有 力 的 方法 ,不 仅 能 够 得 到 关于 存在 性 的 精 果 ,而 且 可 以 得 到 明确 的 上 界 . 在 首 标 题 
为 “partitio numerorum KAT HER "Pt RARAP НОГУ Т HE 
ZW BUS УЗВИ ВТВ, 这 个 方法 就 是 人 所 共 知 的 Hardy 与 Litdewood 的 
НЕ”. fr GU) ЕЛИ s, B ЖКХ $ 个 非 负 整数 的 
次 方 之 和 .图 法 可 以 得 出 GOD 的 一 个 明确 的 上 界 . 同时 他 们 在 广义 Riemann 猜 
想 之 下 , 诈 明 了 每 一 充分 大 的 奇数 都 可 以 表 为 三 个 素数 之 和 . ^ Landau? 把 这 些 辐 果 
都 很 好 地 整理 在 他 的 专著 之 中 了 . 


dd 


为 了 取消 在 证 明 Гольдбах ПАВ 9 ВЕРА НОЯ ЕСЕ Waring Fi 
题 中 的 上 界 G(%), 我 们 需要 估计 某 种 类 型 的 指数 和 (Banaorpaxos 称 它们 为 三 角 和 ). 
因此 ， 获 得 指数 和 的 精确 估计 就 成 了 近代 堆 蕉 数论 的 解析 方法 发 展 中 的 最 主要 环节 
了 。 在 近 三 十 年 来 ，BrzHorpaxos 创造 了 一 系列 估计 指数 和 的 天 才 方 法 ， 因 此 ,他 对 
Hardy-Littlewood 方法 作 了 巨大 的 改进 . 

对 于 Гольдбах #88, Виноградов 成 功 地 对 某 种 以 素数 为 变数 的 指数 和 给 出 
了 非 无 聊 的 估计 , WER TRATAREA EE, Бороздкий! gat 
过 计算 证 明了 ,每 一 奇数 al 7t 都 能 表 成 三 个 奇 素数 之 和 ， 

后 来 › Линник!® 沿用 Hardy-Littlewood 原来 的 方法 ,并 借助 于 Dirichlet 1,- Ж 
的 零点 的 知 莽 , 亦 起 明了 同样 的 结果 . 

另外 一 个 研究 Гольдбах RERBA; ЕЕ“ Gk. 这 一 方法 是 Erathostenes!? 诈 
创 的 。 Brunt” 与 Selberg? 分 别 对 这 一 方法 作出 了 重要 的 改进 ， 由 这 一 方法 所 得 到 
的 最 好 的 已 释 发 表 的 结果 是 四 : 每 一 充分 大 的 偶数 都 是 两 个 素 因 子 个 数 各 不 超过 3 
的 整数 之 和 ， 但 是 无 葵 如 何 , Selberg!? 鲁 称 宣布 过 ,用 他 的 方法 可 能 证 明 每 一 充分 大 
的 偶数 都 可 表 为 一 个 不 超过 2 个 素数 的 乘积 及 一 个 不 多 于 3 个 素数 的 乘积 之 和 .， 此 
外 ,应 用 Линник®) М ЖЕ, RenyiP EBT: 每 一 充分 大 的 偶数 都 是 一 个 素数 及 一 
个 素 因 子 个 数 不 超过 其 一 给 定常 数 的 整数 之 和 。 

我 们 称 在 Waring 开题 的 研究 中 所 深 到 的 指数 和 为 Weyl 和 .Wey] 加 在 关于 一 至 
分 布 的 开创 性 工作 中 ,最 先 使 用 了 这 种 和 ， 因 此 ,他 也 是 首先 给 出 这 种 和 以 非 无 聊 估 
值 的 人 ， 他 的 估计 成 了 Hardy-Littlewood 关于 Waring 于 题 的 研究 方法 中 的 一 个 最 
主要 环节 。 Виноградов 与 van der Corput 作出 了 关于 估计 这 种 和 的 重要 贡献 . 

Виноградов?) 在 1935 年 发 表 了 一 系列 关于 Weyl ARL, 他 不 断 地 改进 着 自 
己 的 精 果 ， 他 的 方法 的 最 后 形式 税收 集 在 他 的 选集 ”之 中 。 在 华罗庚 3 的 专著 中 也 
有 着 Виноградов 方法 的 略为 改进 了 的 形式 。 Виноградов 方法 的 价值 不 仅 在 于 它 能 
成 功 地 用 于 Waring 间 题 ,而 且 它 还 有 效 地 应 用 于 素数 分 布 论 ，Riemann СВ ак Л. 
Dirichlet 工 ~ 加 数论 ， 一 致 分 布 及 Diophantine 83138, ЕЕ ЕЛЕ 
Prouhet 六 题 等 等 。 例如 ,用 Виноградов 的 千 果 可 以 永明 ,不 超过 r 的 素数 个 数 等 于 

li x + OCzeretog 9 

我 们 称 下 面 的 半 题 为 Prouhet [LEE (有 时 也 称 为 Tarry 问题 或 Tarry-Escott HU 

题 ), 朗 寻求 最 小 的 整数 *， 使 不 定 方 程 粗 . 
ЖИ НУ, i«áxk 
有 非 无 聊 解 ,也 就 是 说 ， 3, бу ;不 是 yi coc y 的 重新 排 刘 ， 华罗庚 加 指出 : 佑 


FF Prouhet ПЛАН: Виноградов 方法 的 主要 环节 ; 另 一 方面 ， 这 一 方法 也 能 用 
于 Prouhet 9, 

改进 ССА) 上 界 的 另 一 重要 环节 是 寻求 方程 

ж- --- += bate + yt 

的 解数 的 上 界 , 此 处 x 与 ? 都 是 适合 某 些 条 件 的 整数 ， 

Bunorpanos? ëFBH Y GCR) < ЗА log k + 114, Ш Davenport? Нани А (Е 
出 了 重要 的 页 献 。 有 & 一 3 时 ， 较 好 的 估计 G(3) < 7 则 是 属于 Линник? ру, 运用 
Виноградов 580875583751, Dickson, Pillai? 与 Niven? REBIT: 4 & oe 4 与 5， 


>3 及 (23) (3) |а – GG +з} ert aene ас 


2 2 2 
=> 4 (I — 2 АВ АК, Siege? 则 将 Hardy-Littlewood ВУИ] 


法 推广 到 代数 数 域 上 去 ， 

Van der Corput? 给 出 了 估计 Weyl 和 的 另 一 方法 。 这 一 方法 对 圆 内 整 点 半 题 、 
除数 亲 题 与 儿 何 数 莉 的 其 他 问题 ,以 及 Riemann С-В Bát Lindelaf 猜想 ,都 有 着 
重要 的 应 用 . 以 后 ,他 本 人 ,Titchmarsh 5E Виноградов 又 推广 与 改进 了 这 个 方法 . 

XT LL- 画 数 及 模 男 数 葵 ， 请 读者 贿 看 百科 全 书 中 另 一 些 专著 “特殊 的 Dirichlet 
角 数 及 其 应 用 ”与 “解析 数论 中 的 模 画 数论 ”。 同样 ,本 书 亦 不 包括 超越 数 其 及 Dio- 
phantine 1827986, 关于 这 些 主 题 , 可 以 参看 熟知 的 Siegel, Гельфонд 与 Koksma 的 书 
( 见 后 面 的 贿 考 书籍 ). 

Erdós #0, Линник 教授 与 Turin 教授 都 对 本 书 提供 了 宝贵 的 意见 ， 作 者 仅 向 
ЧЕРИ, 在 准备 这 本 书 的 手稿 时 ,又 得 到 了 越 民 义 先生 与 王 元 先生 的 
帮助 ,作者 也 借 此 机 会 向 他 们 致 以 谢意 . 
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ар 9L 表 一 由 一 些 互 不 相同 的 非 负 整数 a 所 成 的 集合 。 命 Aln) 38 “ЖА n 
ЛЕЖА, 4(n) = >) 1, 在 此 需要 注音 0 并 不 计算 在 内 。 Зас о 


l«a«n 


ME ACn) > an 5) а >> 1 都 成 立 的 最 大 正 数 , 旭 称 外 具有 正 密 率 a， BHR a< 
«1, 车 a 一 1, 则 外 包 有 全 体 自然 数 ， 引 和 信 记 号 8, b, Bla), B Ж G, с, CCa), v, 
其 间 之 关系 一 如 A, a, ACn), а, 

BUR = -+ 5 Са € 3, b EB) 的 整数 所 成 之 集合 C, ЖЗ U B “ЖЫК”, 时 
为 6 =®%-+ 9, ATAS BMM S, Шнярельмане 8 38 HGEBIT FAE 
要 定理 ; | 

(А) # 0 €9L, Hil y Z a+ B — aB; 

(B) #0EA Eka + Bi, y = 1, 即 和 集合 6 包 有 全 体 自然 数 , 

42% — € — + 9L, ЖЕНЕ A= (5 — 199, Rl CAD RIA, A 
的 密 率 二 1 一 (一 a)。 ва ри ESI т. 又 由 (B) 


lo; 
81 一 


可 知 ,集合 201 ТА АК, К: 
(С) 3E 9L {а 0, 则 每 一 正 整 数 都 可 表 成 % 中 2% 个 元 素 之 和 ， 
Швирельман 给 出 了 集合 具有 正 蜜 率 的 制 别 法 : 

(D) & A 表 一 非 负 整数 之 集合 ,其 中 的 元 素 尤 许 重复 , 命 % A 中 不 同 元 素 一 

所 成 之 最 大 和 集合， 命 r(a) 表示 a 在 W 中 出 现 之 次 数 ， 若 有 a > ОЖ» 1 

都 有 | 


工 ( X o) >z (У sc) 


n \1<а«в 1&a«n 
АО ЖЕ z > o, 
事实 上 ,由 Буняковский-5сһууаг® 不 等 式 可 知 


(> о) < > UG) PH 1-40) >, a). 


1<а<пв i«a«n 1«a«n 


JA Еж Шнирельман 关于 正 整 数 集合 的 贡献 的 主要 部 分 . 
Зы, 96, ---, 1 为 密 率 都 是 a 的 :个 集合 ， Хинчин® 让 明了 :集合 中 十 9 十 
. ces + 9L, ИЖ > min (1, sa). 

Mann?? 在 1942 REBR УЕ 18: y ша (1, а +В), 以 后 ，Artin 5 
Scherk?? 又 简化 了 Mann WAER, 请 读者 参考 Ostmann” 80-5 ZERO FERUNT 
密 率 的 理 其 及 其 应 用 . | 


2. Hilbert- Waring 定理 


ir Линник?» 关于 Hiübert-Waring 定理 的 初等 起 明之 前 《在 此 稍 有 简化 与 政 
HO) , 先 证 明 下 面 两 个 引 理 . 
511 命 X,Y >O Хоби) 为 不 定 方 程 


ку + tyz = п, [хи | ЗХ, lys] < Y, т = 1, 2, (1) 
的 整数 解数 , 旭 
р. 老 > = 0; 
qn) < 
(XY) 22 ín, (2) 


当 n 二 0 时 ， 引 理 显 然 成 立 ， 当 n 关 0 时 ， 只 要 永明 在 条 件 (x, xx) 一 1 及 
[х;| < lal < x F, (ОЖ a (a) < XY Ва, 不 失 一 般 性 ,可 以 假定 X 委 了 . 
命 у, (ПН, MEA у, у, TARR yi = yi + tx уз 一 yi — в. 


因此 я < E 所 以 


4'(в) < D JY «ху, 
1«(s «X Ir, < |z)! ES 
由 引 理 立刻 推出 
>) Ф(а) < (хү)? (3) 
la|j«zzx Y 
812. &6422X 


Кк) = aix + авах +... + aux, ak < 1, aka X P, cis. aí < рк 
ЖЖ АУК, ИП 
1 Р 
| > еда 
0izzo 


此 处 与 记号 «Cmn RR k. 
仅仅 是 为 了 方便 ,我 们 才 在 这 里 使 用 了 积分 。 我 们 可 以 毫 无 困难 地 把 全 部 证明 


. 5 o 


ski ii 
da < Pk, (4) 


都 用 初等 数 葵 的 玫 言 写 出 来 . 
эң k = 2 时 ,(4) 之 左 端 力 方 程 
К) + fO) — Ку) — Ку») = Ка) + Ка) — Куз) — К, 
z € P; ys «Р; т=1,2,3,4 
的 整数 解数 ， 显 然 它 不 超过 方程 
Ziwi + msc зи + mua, sm P; wn ZP, m=1,2,3,4 

的 整数 解数 ， 因 此 , 直 (3) 可 知 , 引 理 当 & 一 2 时 是 正确 的 。 现在 用 归 机 法 来 证 明 引 
38, нт 

2 


Р 
= > е2" Ива > elrifcth)a = 


х= 0 —Xx&h«P-x 


| Ут 
| У, е2" ta 


х=ф 
Р 
, , 
= > De 
{АІ<Р х=! 


此 处 У, 表示 经 过 所 示 区 关内 整数 的 某 一 部 分 集合 ,而 


2miAV(x, А)а 
5 


工 (Kxz 十 从 一 Ke))， Фао; 
plar, №) = A 
0, ЖА = 0, 
故 由 Holder 不 等 式 可 知 
s 2xifQ) 28072 ВА У > 2xih9 (x, В) un 
g?” Са «Р — eri, a = 
x= 0 {ВЕР xw) 
= př > 5 (пе? та, (5) 
|#[&Р n 
此 处 
1 Р , * skm? . 
ra) = Í > в?" (с, AB е7?"ї”ВДВ. (6) 
0 x20 


由 归纳 法 假定 可 知 rla) < P 776-5. 所 以 由 (3) ,再 将 (5) 式 四 方 , 并 从 0 至 1 求 
积分 , 便 得 


11 È . gti 
Í У] "09% da - 
al x=0 
1 "n . 4 
« р4@ Í > 5ir(a)eiine da < 
Ol јар n 
< pi» (пут )r(n" )r(2") < 


Anth n! = Ап! Ah utt 


« рава Gr D)430710 = 


= рз ?—& 


取 92 为 整数 
m + c + x 
所 成 之 集合 ， 此 处 xm НЕЕ. ELAY 为 A 中 的 不 同 元 素 所 成 之 
最 大 子 集 ， 命 aa 一 8'7 及 +(a) 为 不 定 方程 
А+ 0А = a, х, 2 0 


的 解数 , 则 显然 


eL e 


> rla) > (=) > вх. 


1«a«n 


双 由 (4) 可 知 
M r(a)« ик, 


1<а<в 
СЕН ЕЕС) пед, Mi А 25,484 9L BERE ARPER T 
Hilbert-Waring 定理 . 对 于 任意 整数 《之 2, 人 恒 存 在 一 仅 依赖 于 的 整数 
s = sk), 使 每 一 正 整 数 都 是 不 超过 :个 正 整 数 的 《次 方 之 和 . 


3. ЗЕМ Шнирельман-Гольдбах Tg 


Möbius Bit p(x) 是 正 整数 = BEC, 其 定义 如 下 : p(1) = 1; 8 n fib S e 
的 平方 所 整除 , 则 рп) = 05 RE = 为 > 个 不 同 索 数 之 乘积 , 旭 (в) = C— 1), 
古典 的 Eratosthenes 入 法 可 以 用 下 面 的 方式 陈述 出 来 : 命 P 为 和 < 的 双 体 素数 
的 乘积 , 划 
1, "ЖЕНИ; 
да," = n 其 他 情形 . (0) 
r 9 Judi M 个 相同 或 相 异 的 整数 5 所 成 之 集合 , Ns 为 BERR < E 的 素数 
整除 的 元 素 5 的 个 数 , 旭 得 | 


м = У D uc»). (8) 
b d|(P, b) 
交换 (8) 中 的 求 和 次 序 , 便 得 
№ = Уу u(4) 211 = 2 ANA), (9) 
d|P 415 PIP 


此 处 Na = D) 1 28 9 Вак 4 整除 的 元 素 6 的 个 数 . 
315 


用 Eratosthenes 原来 的 形式 ， 可 以 将 (9) 式 氢 述 为 : НА 8 НЯ 2, 3, 5, 
… 《素数 贯 ) 倍 数 的 元 素 的 个 数 ,， 假如 一 个 数 为 两 个 素数 的 乘积 所 整除 , 因为 它 彼 


计算 了 两 次 ,所 以 需要 添上 3 中 为 2 . 3, 2 5, 3-5, --- (РЯ НЕ 
数 的 元 素 的 个 数 ， 又 因为 和 三 个 素数 的 乘积 整除 的 元 素 , 愉 计 算 了 ( 3 ) 一 ( 3) =o 
K ВЕРЕН S 中 为 2. 3 5, … (三 个 素数 乘积 的 贯 ) 整 除 的 元 素 的 个 数 。 如 
此 等 等 . 
车 N(4) 有 渐 近 表达 式 
№4) = z(a) P: + Ru, (10) 


此 处 z(a) 为 无 平方 因子 数 的 积 性 画 数 ， 划 由 (9) 得 
Ne= 3 AO „(дум + о (У) Inl )- 
ap 4 417 


) 
- Q -«9) + о(}у; Ir). (11) 
除了 一 些 很 显然 的 情况 外 ，(11) 的 余 项 常常 比 主 项 更 大 ， 因 此 (11) 几 平 是 无 用 
的 . 
Brunt 对 能 法 作 了 重大 的 改进 ， 命 
| рр << 
ESI e pd 


komo > р 2 1 
为 一 整数 集合 ， 命 2 为 具有 如 下 形式 的 整数 的 集合 : 
d—1; d= рир pn. 552, (12) 
Жи >> +++ >r, nm kuap 1<;i<s, 旭 得 | 


一 1, = Ë 74 ; 
Хы Í # n В < € KRAF (13) 


20, 其 他 情形 , 


FE » ж < Е М, 则 (13) 式 显然 成 立 。 Жо с ЗК, АШ ро 
表示 的 最 小 素 因 子 。 当 4€ Q, 2|» 及 了 的 素 因 子 个 数 为 奇数 时 ,我 们 就 定义 五 如 


"F: pold, Bi] = P # p d, i] 2, = др, AH dila, 260 Ң. 4, EE RC C 
为 偶数 ， 由 于 每 一 个 Z 都 唯一 地 对 应 到 一 个 心 ; 故 得 (13). 
由 (13) 可 知 


м< У) >) и) = У) (4) 1= 
b 415 


deo dco 
PIE € 


=м Y aa) + o( [ви ). (44) 
pr 4 4€Q 


мА.) Dc 


— s 


` w — 


E. 


CHINE NC x= = 


对 于 各 种 问题 ,我 们 选取 适当 的 k. + 5 5, k i ВВВ Ne 的 上 界 . 
其 次 ,我 们 用 另 一 集合 o 来 代替 集合 Q. Grm hme > k 21, 9 Ns 
合 下 面条 件 的 整数 集合 : 
d'—1, d = рар) pu. +< 2 +1, 


其 中 п >>... > r, Pk r, < < pg 对 应 于 (13) ,有 
1, Xinm«t TETES 
Ё we < <o, 其 他 情形 . 
类 似 地 ,我 们 得 到 Ne 的 下 界 如 下 : 
м.> м У) KORD + o (У |р ) (15) 
a ER’ 4'Е0’ 
Hx Š 36 
x(a—x), і x< <d 
的 集合 ， 再 适当 地 选取 (14) 中 的 和 (1 < : < ; — 1), Шнирельман 证 有 明了 下 面 的 结 
Я: ат rla) 为 方程 4 = pi + 如 的 解数 ,此 处 pi, р НЭ, АП | 
rla) < —— 7 "» > EM) (16) 


与 $ 1 相同 的 记号 ， Hx 2t* 为 由 整数 1 НЕЕ а= pd b: (1 < р, Р < а) 
Е , RU RRA 


> (а) =1+ > ix (331) > ( а үр 


1&a«n fit pan mz: log п 


AUN 4 5 Z BA RE (5, di} > (44')3, 故 由 (16) 得 到 


У] (а) « У) а Ут < 


^ 
1«a«n 4«a«n log а dia. d ты d 


> 1< 


Е N 4,4'<в p 1&axn 
dja, d'ja 


w d 2 п 
log! п (> =) < log! з” 
于 是 由 4$1， 定 理 (D) 可 知 , H 1 及 可 以 表 为 两 个 素数 之 和 的 诸 整 数 所 成 的 集合 具有 
正 密 率 .因此 由 定理 (C), 我 们 得 到 下 面 的 章 有 盛名 的 定理 , 
Шнирельман-Гольдбах 定理 .存在 整数 =-， 使 每 一 整数 都 是 不 超过 с 个 素数 
之 和 。 


命 表示 最 小 的 整数 ， 使 每 一 充 分 大 的 整数 都 能 表 成 不 多 于 * 个 素数 之 和 . 


nd 


Шнирельман 65925 cT DUREBS У + 的 存在 性 , 而 且 可 以 得 到 + MEUS ЕЙ, MERE 
ВЫ ғ << 800,000, Романов 又 在 以 后 证 明了 :过 2208， 沿 着 这 一 方向 ,还 有 如 
下 更 进一步 的 改进 : Heilbronn, Landau 5j Scherk? 得 到 s << 71, MIKE s < 67 ИДЕ 
属于 Ricci? 的 。 

在 (15) 中 选取 适当 的 名, b, ccc. Brun 首先 证 明了 ; 每 一 充分 大 的 偶数 都 是 两 
个 各 不 超过 9 个 素数 的 乘积 之 和 ， Rademacher? 将 9 改进 为 7, 而 Estermann 又 将 
7 #8 6, 

Бухштаб® 成 功 地 以 4 КТ 6, НХ НИГЕ: dir 

3 = p < фа < сз < ра 
为 不 超过 y 的 全 体 素 数 ， 又 命 
(w) а; ау, бу; аз, P3500 5 Sk, Bk 
为 适合 下 面条 件 的 整数 集合 : 
д=0 1, a; mb OS a В, < ру dmi А; 
Tr F, (<, y) 为 适合 下 面条 件 的 整数 ”的 个 数 : 
l< пй х; в = 2(10042), п ë a,(mod pj), в 55 b mod р;), 

(15) 

出 得 
X 


FG P.) == Fux; p.a) Zr Е (=; ра) D F. (š: Pm) st 20, 


5 


о< |0| < t, (17) 


i 


i i 
Фох и22. jk <? 5 z“ ЩЕ ЕСН p, < z” С раа 5 < px < 
之 x* < ры, НАЕ З 17) 4848 


1 1 k 
Falx; х“) = Fu xt) — У) F; (2: Pm) = 
i bi 


+1 


e + ^ 
— PEE (=; p) + 250. (18) 
Бухштаб 用 Brun 方法 证 明了 ;: TEXEDI IAE ROT ЫК AC) 及 AG), ВЕ x 
充分 大 时 ,下 式 对 于 w 一 致 地 成 立 : 


1 


AG) —— < Р„(«; а") S< AG ——, 152 22. (19) 
log! x log! x 
由 (18) ,我 们 可 以 构造 两 个 阶梯 夯 数 


。10 ， 


"w. 


г 
“ 
3 


vocibus ar pu 


тм т 


та 


AGO «А — 2 [^ AG 


Au) > AG) — 2 (7 а) la 


它们 分 别 具 有 与 AG) № АСи) ARER, ЕТ RA 
Аи) = AGO < glu) < Alu) < Аб). 
不 断 运用 这 个 原则 ,并 番 过 一 些 复 杂 的 计算 ,就 能 得 到 Бухштаб 的 结果. 


4. Ж 
Selberg? 10? ж} id EIH T 55 ОВ. 
ñr À А», -- SORKEGEHUBA = 1, BM ZI x H, А 一 0， 则 显然 有 


2(—1, ЖЕНУ; 
(> yt; в. 


ИЕР = [Is 因此 
r< 


MT > ( > кә) < > (>= 2] 7 


Б d.) 
- XA Xa 
ni dd mom 
=N >， "mu KU + >, >, MieRu.an: 
акк dedu i2, 4 «ув arga a 
4|P d'lP аір d'|P 


此 处 (2, 4} 表示 d Уа 的 最 小 公 倍 . Selberg 定 出 了 使 二 次 型 


‚Ча em 21) 


agya Е 
取 极 小 值 的 族人 , 从 而 得 到 了 Ns 的 上 界 . 
为 了 估计 Ns BF d RE А = 1. Жр<ё&,Н] 1, = 1; жа > ү А} 


Аль = 0, 易 知 

2(— 1, dp 2265 £ RAF; 
— А2. 
t 1 2, e] PM 其 他 情形 , 


>p <р 


° 11 ° 


м> У (1- > | У |) 
b pli, P) 4! (6, P) 


p'idop'cp | 
= N 一 > > > А.А. > 1 = 
p«t r = b 
«< Zi pid, аць 


pp <р p! id^ op! <р 
4\Р ар 


KP у E дд, ER 
? ај ТО 


p'idop'cp p'|d'»p'cp 
dip ар 


-xf 


bj 


<é 


— > > MapharpR ра, an. 
р<ё = = 
“< а< ? 
p'idop'«p р’14’>р’<р 
ајр 4'|P 


EHRE ,使 表达 式 
工 一 У > > Aqphar p Ro (a an 


pee P Ë ү® 
“< “<J; 

p'idsp' <р p'ld'sp'cp 
4\Р 4’|Р 


取 极 大 值 ， 我 们 便 得 到 N. 的 下 界 ， 


就 已 知 的 各 种 情况 而 寺 ，Selberg 方法 都 比 Brun 方法 精密 。 例如 ，Shapiro 5 
Warga!) 用 Selberg 方法 起 明 了 :每 一 充分 大 的 自然 数 都 是 不 超过 20 个 素数 之 和 .天 
文 虞 ”在 应 用 了 渐 近 密 率 的 两 个 缚 果 之 后 ,证 明了 :每 一 充分 大 的 奇数 都 可 表 成 不 起 


过 17 个 素数 之 和 . 


Eratosthenes-Brun-Selberg 秘法 还 可 以 用 到 许多 其 他 辣 题 上 去 ， 我 们 现在 列举 一 


ВЕН БЕЙТ a УЕ, 


EI CA, A + N) 中 的 素数 的 个 数 过 M + o (= 
有 关 的 常数 与 4 无 关 (Selberg””). 


log 2 № 


FEEN АЗС, p 十 2)(p<N) 的 对 数 <<16T[ (1) "Ta 


Р>2 (p—2»! 


+0 бе log № \ Setberg”), 
固定 常数 0 < 8 < 1, 旧 在 算术 航 数 kn + Ila 一 1, 2,.… ) RRE x 的 素数 
的 个 数 
< м 0. +O loglog x 
ФС log 7 (=. ^ 


s 12 • 


dog log N), 此 处 与 O 


此 处 与 C 有关 的 常数 对 于 适合 万 x° 的 都 是 一 致 的 (Чулановский® у, 
# Р(х) 为 无 固定 素 因子 的 解 狗 《 欢 整 值 多 项 式 , 则 当 * = 1, 2,，*…,N 时 ,使 


JOE: M < 2e" ur +o (2), set Y 3H Euler 常数 ,而 ur Ж 
lg N log N 


与 。 有 关 的 常数 都 是 只 依赖 于 F (z) 的 常数 ( 王 元 ”). 
命 ! 为 适合 不 等 式 - 


log 246& D < 1.097(1 + 1) 
7+6 


的 最 小 整数 ， Kuhn”? 让 明了 :存在 无 穷 多 个 整数 *, 使 F(*) 为 不 超过 ! + АТЖЖ 
的 乘积 . 

关于 以 上 开题 的 过 去 发 展 情况 ,请 参看 Ricci? 及 Heilbronn” 的 文章 ， 

ЖЕЛ?” вказа Т Бухштаб 方法 与 Selberg 方法 , 从 而 靳 明了 每 一 充分 大 的 侦 
数 都 是 一 个 不 超过 3 个 素数 的 乘积 及 一 个 不 超过 4 个 素数 的 乘积 之 和 |. А. И. Ви- 
ноградов' 在 运用 了 Riemann 《~ 图 数 的 某 些 性 厦 之 后 ， 诈 明了 每 一 充分 大 的 偶数 都 
是 两 个 素 因子 个 数 各 不 超过 3 的 整数 之 和 。 

在 广义 Riemann 猜想 之 下 ， 王 元 ” 证 明了 每 一 充分 大 的 偶数 都 是 一 个 素数 及 一 
企 崇 因子 个 数 不 超 过 4 的 整数 之 和 . 同样 亦 旋 明了 存在 无 穷 多 个 素数 意 DE p + 2 
为 不 超过 4 个 素数 的 乘积 。 


5. 素数 定理 的 初等 证 明 


是 次 可 以 不 用 复 变 函数 苍 的 理 葵 来 媳 明 素数 定理 7?, 这 对 于 数学 家 来 说 ,是 一 个 
КЕТЕ НОЯ, Со) 表示 不 超过 z 的 素数 的 个 数 ,所 疆 素 数 定理 ,就 是 


fim ЖОЮ 一 1. (20) 


X x 


А Іор х 
ЖА ВУ, Selberg” 与 Erdos'? 才 拷 到 了 一 个 适合 上 面 要 求 的 证 明 . 
大 家 知道 ,我 们 可 以 不 用 复 变 画 数 论 的 理论 来 什 明 下 面 这 些 竺 果 : 
a) 


oca < 269 <е, x>2; (21) 
log x 
b) (20) {Т 
lim 9€ =1, (22) 


. ВУ. 


此 处 9(x) 一 > logg; 


PES 


с) 
M ЮР 一 log x + 0(1). 
pex P 
以 上 都 是 Чебышев 的 和 结果. 
Selberg 证 明 的 起 点 就 是 他 的 著名 恒等式 : 
ое ювё + $ 0 (È) log p = 2ё1овё + OCE), (23) 
= ? 
这 是 下 面 广义 的 Möbius РАЗА: УЕ 
c) = у(х (24) 
пох n | 
等 价 于 
У) ид (=) = PO) logrt У) F (2) AG, (25) 
n<x n nex 5 


此 处 当 п ЖК p KARN, А(л) = log p, 281 Аба) = 0, E FG) = У) AG) — 


Пах | 


— x + y + 1 (y 为 Euler 常数 ), Rllgi(24) "А GG) = О (log! х), 故 由 (25) 可 得 


. (23)(Tatuzawa 5j Isekif?), 


KPEE (23) ЖТ MRA E СЙ ОЗЕРЕ: 
% Kx) 为 非 负 递减 画 数 ， 


gla) = |, акб. (26) 
Ж ОҢ х — оо 时 ,有 
O< ¿a <g(z)ez* << о, K(a) — x (27) 
及 
gC) + 4 | g(x — и) dg(u) ~ 2e*, (28) 
x Jo 
ДИМА x — оо 时 ， 
g(x) ~ e*, (29) 
W Klu) = >; DEP, Hl р(х) = 0e) = 5 log р. 关系 (27) 就 是 Чебышев 
pee" pact 


定理 , ИЯ ЕЖЕ, — SEGNOEGEEIHEBH AR ДЕЛ ЗЕН, 但 却 是 十 分 复杂 


Selberg 的 初等 方法 还 可 以 用 来 医 明 很 多 以 往 鲁 用 解析 方法 得 到 的 精 果 ， 现 在 我 
们 列举 这 些 辕 果 及 其 作者 . 


* 14 е 


@ x(x; z, D) 表示 不 超过 zx Н, = 1 (mod z) 的 素数 的 个 数 ， 若 (4, D) 一 1,900 


r(x; q, I) ~ ——” (Selberg, Shapiro*?). 
Ф(4) 108 x 
每 一 个 二 次 原型 аз? + 26ху + су? (а > 0, D = É — ас JE#ZE2y28c) RJ DAE HZ 
23 КЖ (Вгіррѕ??), 
命 天 为 一 代数 数 域 , Np SO R3RHEBU р BUR АП 
пк(х) = 22 1 ~ ur (Shapiro*?). (30) 


Forman 与 Shapiro? KAEA T -ARRE E, РКЕ TEE BS REP DS 

Ж, | 
6. 几何 数论 的 初等 方法 

MA) RPE 2 + v^ < x ИЖ (и, о) 的 个 数 。 Gauss K “AME 就 是 去 

寻求 最 小 的 9, 使 
A(x) = nx + O(x?**) 
对 所 有 的 e > 0 都 成 立 。 АИ, т D(x) СЖ uox, и>0, ç > 0 NE 
д Cu, v) 的 个 数 。Dirichlet 的 “除数 于 题 ? 就 是 去 寻求 最 小 的 9, 使 
D(x) 一 xlogx 十 (27 — 1)х + O(a?**) 

对 所 有 的 в > 0 都 成 立 , 此 处 Y 为 Euler 常数 . 汽 今 为 止 ， 这 两 个 于 题 都 还 没有 解 
Pk, Gauss 与 Dirichlet? РЕНА ЗЕ 9 < > 这 里 我 们 将 概述 一 下 Виноградове > 


于 9 < - ИЕ. 
Bl ЖЖ, > 2, k>1, 


M+m-1 


s= У) o}, 


xaM 


此 处 f(x) ERR М х М + m — 1 rh3E У, НМ еж, НЕА 
| l < | £ 
4 < |} (х) | < 
RI 
5 一 l m < (Remlog A + £A) A473, 
WF. т = 45, ВЕ F GO) 将 求 和 区 间 分 成 若干 子 区 间 ， CM, = м, А1 
有 一 对 整数 Ca, m) 满足 


(м) — ё < 0<m = r, (а, т) —1, 
7A my . 
fir 5, 表示 分 和 
fi 二 el 一 1 
S = > {fCx)} 
x—M, 


FX Ë M: = Mi + m, ША — 9 (ai; m) 满足 


1 , 0 < mz < T, (a2, mj) = 1, 
omit 
再 命 
Ма+ту—1 
5: = > {fCx)}. 
Ma 


ЖЕ LZ, ХМ, = M; + zz, 如 此 等 等 假定 释 过 s 步 后 得 到 
0<M+ m—1— M, < T, 


则 得 
[5—8 LS rH, 
引 理 的 证 明 可 以 分 成 两 步 :第 一 ,估计 每 一 分 和 ,得 
` 1 ` 1 
у — My = — > 
| 5 3 2 (k +5) 


第 二 , 证 明 步 数 s < Aog A а B НЕЕ, 
在 图 问题 上 的 应 用 . 显然 
AG) — 1 t M 14-8 У) дуз]. 


7 
命 
3 1-1 M J/s-4é- NM (<= 2) = >, У, 

Pu s< < Е T | 

由 Euler 求 和 公式 得 到 | 
= ++ (2 - |. Suivi 0(1), 
又 由 引 理 可 知 
У, = 1 Ë + O(x31og x), 
因此 | 
Alx) = ях + O(x$1og x), 
‚ш. 


在 除数 问题 上 的 应 用 ， 显然 
D(x) = >] 1=2 5 Ë — [МР 


I«uvex 1«ü« x 
由 Euler xf E] Я. 
2 M Ž = xlog x + (4. — {У} + 2yx + O(1). 
POP rd 2 


fra HEA [V x 27 > 25% > [Их J27 的 整数 , 则 由 引 理 可 知 
> Z = У У) Z| + olt) = 
1<x</x É } t=0 o usd | 


= > (vs + O(=šlog z) ) + 0(х%) = 


+2 
1-20 \2 


= = [V x] + ОС х% og? x). 
故 得 
D(x) = xlog x + (2y — 1)x + O( <š log? x), 
ЖЕ. Jarnik” 推广 了 Gauss 原来 的 方法 , 从 而 证 明了 : 命 D 为 一 Jordan 域 , 其 


面积 为 4, 而 周 长 为 工 , 则 刀 中 的 整 点 个 数 立 适合 
IN— A| < L. 
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第 二 章 “指数 和 的 估计 


7. Weyl} 法 


Weyl 在 他 关于 一 致 分 布 的 开创 性 工作 中 , dp Ile TMa TRAEN 
估计 的 方法 ， 这 个 方法 基于 不 等 式 


а+р 
2ліах 


е 


<= — ) (31) 


РА + 
| sin ла | 


х=а+1 


А 


及 下 面 的 引 理 : 
Bl. #421, 5% fG) УЖ 


^0 (к) = — г. QG + у) 一 9G», І = > ей, 


我 们 用 记号 > — па 上 的 求 和 ， 而 这 些 区 疝 的 长 度 之 和 <Р, F 
HS <, < AN A 
P: p pP 19 ургу, Ana Gg) 
[1| < pro M У У, "t ; (32) 
9 


此 处 与 < 有 关 的 常数 仅 依赖 于 
易 知 , 当 и = 1 HEPER, MANEA Буняковский-ЅсЬмаг2 不 等 式 得 到 


Pp 29 урур A "А fou» 
Уш—а У 


PR зрә 


Iu- Fu 


2 


< 


е] = qp Pa 


р  2”Кууры A +" © Nea) j2 
Уж У 


Уг 


3 


« pr >. 51 
Fal 


#4 (32). 

№ (ж) Я k C1) 次 多 项 式 , f(x) = artt АН (31) Ж(32) O p = А 1) 
得 

а+Р pei P P р iky Ух 
erino < Ра рё У)... >。 < 
х=а+1 i Yk- Еу 
Р | l 
«р + рик Уу min[ P, 一 一 二 一 一 )， (33) 
^. "s Yke {А! yi ^" yk] 
* IB + 


— =i ——— ss nm te 


此 处 * SERA n сука = 0, 而 

| {8} = min (В — [8], [B] + 1 — 8). 
ЕСН CH MEET Aat, ET EEG e > 0, Y = Ron ук 的 解答 ak 0 
ВО оу"), BEDA 


a+P 0—1 1 | 
У) ао «р pre У) min(P, =). (34) 
x-ati ocv «pk {Уа} р 
不 等 式 (34) 有 着 广泛 的 应 用 : 
fii. 车 a 充分 小 ,例如 a = (P), RU 
d+P 2k7i k k 1 
"LIO! « Р? “ыу + Р? Ci-bte min G n) « 
pn > ? {Ya} 
-1 一 一 1 
< p* 1 + p* 1 kte < 
> Y |а| 
« pra + pire L 
|а| 
BD = > 0, 
| ` а+Р ` 
> eria) < рі? + РЕКА | a| 2 
x=a+I | ©, 
Я 2. Ж ay, “…… Oo EJ SCA, ШВ. 
f(x) = ах + ++: + ax + а, «— |<, (2,4) = 1, 
| q 
RI Е 
` 1,1, 432 t 
У! е2 х) < РИ в (2 + — + 4) . 
х=1 Р q pt 
REBH GCRÉCT- T i 8 50: 


pk | fta 
: 1 pti : 1 
5 min | P, «|—— +1] шах min | P, —— || < 
Y {Yax} 4 f \v=f+1 {Yar} 


8. Van der Corput 方法 


如 果 分 析 一 下 上 节 的 方法 , 我 们 就 会 发 现 这 个 方法 的 两 个 重要 步 马 为 : 1) 运用 
k — 1 X Буняковекий-5сһзуаг® 不 等 式 , 及 2) НЕЕ А = 1 的 情形 。 由 于 Буня- 
KOBCKHÍl-Schwarz 7:55: 3X JH 48 ЛЕНЕ, 所 以 这 就 建议 了 这 样 一 种 做 法 : 1) WË 
ЖЕЛЕЗЫ & = 2 的 情形 ， 及 2) 运用 下 一 2 Җ Буняковский-беруагх 不 等 式 ， 下 面 的 


» 19. 


. Hardy-Littlewood? 定理 指 册 了 这 是 可 能 的 ， 
命 93> 0, 9. ЗА A < В, Bl 


B, 学 B9+9 xi a 
> | ры) ё 56-90 
Xd 


9g *-249*8, 


i 1 
< Е + 75), (35) 
В 
此 处 УЕ z = 4 及 x В 仅 取 其 值 之 牛 . 
z=A 
由 此 可 见 ， 


DY 79999 < (B — l9] + Jaj, (36) 
=A 

这 由 van der Corput Ур НЕЕ ГЕН, 

定理 1 G0 НЗ CER (а, 2) 中 有 二 阶 导数 ,和 并且 适合 


Ocr«f'G)shr. (sË O < r < р (а) < hkr), 
ЖАБ РС» a +1, RU 


4 <n<b 


> е2) < (b 一 a)ri + 77, 
下 面 的 引 理 是 一 个 与 定 至 1 ДАЧА. 


511. 命 f(x) AANA, CERN (а, p) ФАИ, На Р Ск) zr0 
(Ро < — r < 0), Bl 
| |, e" gx 


下 面 的 引 理 是 沟通 指数 和 与 指数 积分 的 桥梁 ， 


<_8 


T 


812. 命 f(x) УЛЕБ (а, 5) 中 有 微 商 的 实 画 数 , 而 f(x) АЕ Н.Е 
* fo «81,8 
е2") == |, er“ dy + oli). 
a«nt«b 4 
由 第 二 中 值 定 理 , 立刻 可 以 得 到 引 1， 又 由 Euler 求 和 公式 
b b 
= _ _1\, 
PULO or + í (s [x] 5 ) g (z)dx + 


+ (e= tal = Jeto - (2 = a1 = Saco 
及 Fourier 展开 


х— [x] — l.l Wc sin Rane 
2 т LES n 
可 以 导出 引 2， 


. 20 * 


现在 由 这 两 条 引 理 来 推导 定理 1。 显然 可 以 假定 0 二 + <1 由 于 了 (x) 的 单 
调 性 及 |F) 一 了 (a)| < (ë — a) hr, 所 以 可 以 将 区 间 (a, b) Я < rh(b — а) 
“к, 在 每 一 子 区间 (a, БО 中 ,| 了 (2) 一 74| <->. ВИНЕ» В 


НЕ (2°, Б) 中 的 点 *, 都 有 | 了 (*) 一 ?| < +, 812433 


> 
е2"! (хх) 一 | ед 十 0(1). 
a! xe, bl “ 


而 由 引 1 立 列 得 出 定理 1, 

ЗРК 1), van der Corput 引入 下 面 的 “基本 不 等 式 ”来 代替 Буняковский- 
Schwarz 不 等 式 : 命 f(x) 为 区 间 a +1 < x < a+ P 中 的 实 画 数 , 则 对 适合 2 委 p 委 P 
的 任何 整数 都 有 | 


atP 


一 一 一 а+Р-с 
P К) « М?Р + RE s _—1 > e2"i(fx+o) fC) М (37) 
х=а+1 мр MEDI P— 9 а 
由 定理 1 及 基本 不 等 式 得 


定理 2。 命 f(x) JAER К УЕ ЗА, 又 命 r < I9 (x) x pr (EE r < 
< 一 /Ho(x) < hr) E b — a > 1,Hl 


— ERBEN 
M её?) < AP (b — a)? + (5 — ay?7* T 2k 


a<n=<b 
此 处 与 记号 < 有 关 的 常数 与 《无关 
另 一 个 处 理 =2 的 方法 ,基础 于 下 面 的 可 以 用 初等 几何 证 明 的 定理 : 命 P 之 1 
及 
0<9< (2) –- К) < 3) —-К2) <... (Р) —](Р—1)<1—Э9, 
Я) 


2xif(n) 


< cot PH (sk < 1). 
关于 不 等 式 的 证 胃 MAF Кузьмин”, Landau? 与 van der Corput? 的 文章 , 

由 这 个 不 等 式 及 归 炳 法 ( 即 基 本 不 等 式 ) 得 到 

$383. 4 k > 2, (x) 为 在 区 间 a + 1< z< a + P rh SPICE CERE 
者 对 区 间 a 十 1 < x < a+ P АЖ г В О) > + > 0 (КО < —r <0), - 
则 


а+Р 
erir) 


« (5) 77 zx + (Pt) 3e n (277 (38) 


х=а+1 


ЕЛЕ R = 4 (Da + p) 一 a + 1)), 
定理 3 略 佳 于 定理 1, 但 在 许多 应 用 中 ,定理 1 与 定理 3 是 等 效 的 . 
Van der Corput/? 还 将 定理 1 进一步 推广 为 
定理 4， 命 f(x) 为 在 区 间 а < z 之 5 中 有 三 阶 连 各 导数 的 实 国 数 ， 而 了 (x) 为 


В, FL 
f(a)— a, РСЬ) = В. 
Хет 
Р(х) = x (a< < В) 
及 А 
2nr < PO] < Ar, |F E] < AR, 
RI 
ea 一 2 eiie) v 4 O(r7i) + 
P Se ый 


+ O(log(2 + (5 — a)r)) + O((5 — аз RÌ), 
请 参看 Виноградов”), Titchmarsh/9 及 Phillips? В) 373€, Titchmarsh/? 将 这 方法 
推广 到 两 个 变数 的 情形 ,这 一 推广 的 关键 在 于 估计 下 面 形状 的 二 重 指数 积分 


b (В 
| | ello 3. dy 
a Ja °. 


例如 我 们 有 
定理 35。 命 信 x, у) НЕТ a < x < ë, а<у<В(6 а= L В а= р 
ФАИЗ AIARA, ДЕЯНИЯ 


г < [== «dr, r< [fy | < Ar, Ifl < Ar 
与 
| 六 jy 一 户 ,| >r, 


f (ыш, =o (1 + | log [| + | gr), 


r 


EU 


ВАВ? X} Titchmarsh 定理 给 了 一 些 改进 . 


9. Виноградов 中 值 定理 


元 论 以 上 所 说 的 Weyl 方法 或 van der Corput H, 其 主要 之 点 都 在 于 连结 运用 
Буняковский-Ѕсһжае 不 等 式 ; 而 这 个 不 等 式 用 得 合 多 ， 精 密度 就 合 差 ， 1935 年 ， 
Виноградов?? zn 9 创造 了 一 个 非常 精深 与 强 有 力 的 方法 ， 以 后 他 又 多 次 改进 自己 的 
方法 。 在 这 一 节 与 下 一 节 中 将 要 均 到 他 的 略 经 改进 的 最 后 结果 风 ， 华罗庚 指 出 ， 
Виноградов 方法 主要 依 束 于 下 面 的 中 和 值 定理 . 


. 22 * 


定理 1 mia) = axyxt + + ах ZE. 
а+Р 


C, = Ck) = > етө, 


х=а+1 


R a = alk) 2 PES + 1) + zk, А 


i 1 
Í ... Í | C, | zida ... da = (уни p ++ log PYy!, 
0 0 


H 
此 处 aa = —- (k + 1)(1 — +) . 
назву ЕВЕ РИА Н ЕЕЕ, 
BIL —HiXE( go), 1 < z < Н, ВЕЕРА, АНН E 
位 " 租 ， 这 个 条 件 是 :其 中 至 少 有 有 НЕО za o gip EA 
Enc EQ, 1 (Q&v&k-—1) (39) 
JE" FE RE R1 B8 MORE ФЕ 
b! ЗН, 
812. @ C>1, 0= RH, R21, H51X 
l1<g<g< gH, p am d 
此 处 usos gi 为 整数 .又 对 于 每 一 v(1 «ЮЛЕ 
по —1)R «x € иь (0 w« 0) 
中 变化 , 则 使 
же... + xk 
分 别 落 在 长 度 不 超过 coU P (rc < p MERHAR n s r 的 租 数 不 
超过 
(2C)*KGAH)i&-0giu-D. 
中 值 公式 可 以 由 归 秽 法 及 下 面 的 定理 推导 出 来 . | 
282. ФАО 十 不 的 整数 ， 又 命 ? 为 不 超过 


f n Q/ log 2 
的 最 大 整数 , HI 


1 1 
| Uc [ссе ^а, da, < 


—1 1 b-k) fi 1 
< (75% max (1, 70“ зи f ... Í 


证 明 分 成 下 面 三 步 ， 


ь 23 ъ 


a) 不 失 一 般 性 ,可 以 在 ClO) 中 假定 a 一 0。 当 7 二 2 时 ,定理 显然 成 立 ， 因 
№, 我 们 假定 y 2。 命 ; 表 一 活 合 1 之 :过 7 一 1 的 整数 。 将 Cx(0) 分 成 2 部 
分 ,每 份 之 长 度 В, = 027°: | 


25 


ско) = M 


27 
EC Za. 
g=1 (E-I) R< ILER; 之 £ 
е Z = CC4COD)*, RU 


255 


2 = > Za, ` "` угу» 


м ` . 
此 处 >) 3—91, ЖУЙКЕ м (在 今后 的 证 明 中 , 常 有 此 种 了 解 )， 双 简 韦 
Z= Zur © Zeg Ё 

如 果 п, "55, gs Й—— ЕЙТ ЯН, BUZ, eoe гь 称 为 " 佳 位 "和 ,而 以 Z 322. 由 
B| 1 可 知 , 非 “ 佳 位 "和 的 个 数 不 超过 pi 30200-0. 把 非 “ 佳 位 ”和 Z, 中 的 每 一 因子 分 
为 二 份 ， 如 此 从 一 个 非 “ 佳 位 "和 2, 得 出 2 个 和 Zn， ERREEN Z 中 所 
得 的 “ 佳 位 ”的 Zi 的 个 数 显然 不 超过 

M, = 51 36250 . 28 — Бү 6820. 

“ 佳 位 ”的 Z, 用 ZLacex. ВАТ: ВЕЧЕ. 由 于 Z, 一定 是 非 “ 佳 位 ” 
的 ,所 以 我 们 能 够 如 此 进行 ， 重 复 此 项 手 午 , 由 = 1,2, 5, — 1, 而 用 Z, 表示 
由 非 “ 佳 位 ”的 Zy 获得 的 全 体 Zu. TRGE 


kd Ms 
Z=% >; zZ. 
s=1 


b) Hi Буняковский-Ѕсһмага 不 等 式 得 出 


м; M, 


Mz pen M (40) 
了 一 

KRE, TARE Zoan (155p — Dii а, cos EGO), 把 

Za (& + 1 < í < $) 90 


02° t 1< o* . 21; 
(o 


7 
leo)" = Iz < n>; 
=! 


1-1 


К — 1) 
部 分 ,每 一 份 的 形式 是 


с* = 290100 , 
мех < 0! 
此 处 ww 与 О' 为 适合 | 
А 1-1 
ОЕ, < 0, 0<0<0 х 


» 24 » 


—— MY 


的 整数 ， 故 由 Holder 不 等 式 可 知 
Àe Ye? | m 
Za s| Уу |с*| < (g*ziye-e NS |с*|ш-ю, 
因为 


b 
1 ~- 
| Zoeyn ttt Zl < У) | Zsil 5, 
b — k i=k+1 


故 由 (40) 得 到 


7 | 1 Ns 
Iz < LP colore Уа аи rhe, 


£z] 


1 
此 处 N, = 51 6020006 — 0%. ри 
7 


+ 1 1 1 
Í e | |Z| da <-> da, < -了 M (QEL x 
9 0 b— k 1 | 


r= 


№ ol 1 | 
х > Í ... f IZ. ... РДЫ С*|?%—®Ю дү... dag, (41) 
0 
c) 积分 


1 1 | 
| .. | |Z;z, ... Zell C* |*97? da, - + + day 
0 


等 于 下 列 不 定 方程 组 的 解答 数 : 
XP cob xk ува m z + ° + xy b у е + уй 
(3 «& 4 « л), 
此 处 变数 y 55 y' AERAN 
wy XwQ0 (oco «gti << 0) 
WRH, T z 5 х BIZE D< HI 
(g/— DR, < x;, x; «gR, 
Zh, < 7-1, ЖЖ д, ---, gk BAAG), 
AX + ЖҮ + и ЯМ z Ж у, RUCAT)SN USC EE ZUR. 
XI + + ХЕ УР Уа = X +... + XÉ + Y + 6e + YP, 
| (138842) 
的 解数 ,此 处 Y' 在 区 间 (0, Q') 之 中 ,而 X, № X; НИЕ 
—ш+ (gz; — DR, < Xi, Xi —w + giR, (0x w«9Q) 
之 中 . 
车 先 固定 X ， 则 X 适 合 引 2 的 要 求 , HPR = R, C€ = 2(ó — k) K H = 2:, 
. 25 • 


ВАХ № X' 的 组 数 不 超过 
Ri {4C6 — ЮО — 
= {4(5 一 K) JACK) ERRO 2RD -k RERED 
又 对 已 定 的 XX 及 X', УХ Y' 的 粗 数 不 超 过 
{, Us | Ck (о) 六 “au "dag, 
КЕ, 1 < s< 7 — 1 
í ... ANA i Za ECT 70 da, +++ dar < 
< {4(5 — g))(24)8&k7024«&G DI oak у 
x f Us || Cr CS ^ da, ++ - dar, 


X s = у, 7 ВЕ ХО ЯН CATRSESR, 
ЊН b), c) ВИЗЕ, 
关于 较 小 的 , 我 们 还 有 下 面 的 和 结果. 
定理 3， 对 于 任何 6 > 0,858 
... IN Cl P) |da, · * da, < РУАН, 
0 


此 处 人 为 & 的 函数 , 写 由 下 面 的 玫 来 定义 : 


110 | 240 | 414 | 672 | 108011770 


4 k > 12 时 ,对 于 
А z 252(310р # + loglog + 4) — 4, 
可 以 得 到 同样 的 精 论 马 ， 


10. 中 值 定理 的 推论 


用 仍然 是 Виноградов?” 创造 的 “由 平均 至 单独 "的 方法 , 我 们 得 到 下 面 两 个 重要 
пона: | 
定理 1， 命 之 12, 2< < kE 


Мат 
f(x) = а„х* + +++ + ах. 


° 26 * 


АМ P < z < P” IF, 


P 1-_+е 


5 = У, eG ар “* , 


х= | 


Ш =, == 25202108 А + loglog & + 3) #9), 


定理 2。 (rA IGPOEORIRIS.PIO ХК) 为 在 区 于 (a + l,a + РН 


A (к + 1) ЙОЗЕ Ж. ЕМЕШ (а + 1, a + P) 中 有 


<1< [£0 < 
(+01 ` 
p 
Aix PAT, 
EU 
at? 
У? 22908) < «319 р ns P, 
xal 


此 处 p = (56А logh), 1-57 « "SERA BON REOS TE BUD 90 s, 


这 两 个 定理 分 别 在 Waring 于是 及 素数 分 布 关 题 上 有 着 重要 的 应 用 . 


将 指出 定理 T 恋 明 的 主要 步 又 用 类 似 的 想法 可 以 证 明定 理 2. 
Ро < y < Y < P, 考虑 


P P 
5 = У) 06000) NY qiie 
xal x2] 


现在 我 们 


此 处 Фу) = ух + + Yaxt; Y; 的 +... + (i H ! aya Ж 


知 Is] — 1s] = 2y № 
У 
{| Y > Isl + У, 
y=1 
H Hólder 不 等 式 得 到 


[5 |22 < =< 221-1 (v7 > |s |? + y^). 


y=1 


p . 
S, = >; gini Buct- Ва дак та деку 


х=1 


车 y 固定 ,上 则 Yi, +++, Ya ЭК. бт Q (y) 表示 适合 
(& иш Y.) < <> PY, tt > {Вы 77 Ук} < <> Р-ку, 0 x В; < 
的 (Bi, tts Bi) 的 区 域 . 车 " tts Br) € Q G), RI 
S, = 5: + OCY), 


x 
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因此 
Jsp < js [22 + yw 
在 区 域 90(y) 上 积分 得 
lS |22 « pia-osa-oy-ao[. . [is ina. ... dBia + y^. 


Dy) 


现在 我 们 给 定 一 点 (B，.….， Baca) ,而 来 估计 包含 此 点 的 区 域 8(y) 的 数目 ， 可 
PAESI, 0 Су) 的 个 数 不 起 过 1 十 — + T , 换 苗 之 ,单位 立方 体 
0<B <1, "tts 0 = Bia < 1 


в SREI "1 4 14 十 1 个 区 域 Q (у) ве. Е 


Y t В 
[S < р#&ї-эчє-зү- NO |. : MS e Вы + Y^« 
y-i1"Qg(yy ` 


1 1 
< РАМОН (X + 24 + 1) | es | |5, [Bi +++ 4В + у?а, 
q 0 0 


这 个 不 等 式 是 很 重要 的 ,七 是 沟通 “平均 "与 “单独 "的 桥梁 由 中 值 定理 及 一 些 计 算 ` 
部 得 定理 1. 


11. € ВЕТ 


für © 79— 551638, ЖА) 73 @ EXE SUI Ак, НХ O 中 的 全 体 元 素 a, 2, 都 
7H XCa) >< 0 № XCab) = XCa)xC2), НИК X (2) 为 特征 . 
SEXE AED а € 6 #09 Х(а) = 1, ИЖЕ ЕЕ. ZK (а). 
E GAARD в, 12] 341 @ "I PASSES HEUS gs ooo, g KOZ 6, ..., ©, 
HERR, BELZ, 的 每 一 元 素 4 АНЯ al-al, 此 处 a; € ©, Z: 
0 x i, < gi, 
fir X,(a,) = efe; 为 6, 的 一 个 特征 , 则 


s 
Ха) = Kulat) Kulas) = J] emm, осо < 


为 6 的 一 个 特征 。 因 此 我 们 得 到 的 gee z, = z 个 互 不 相同 的 特征 ， 易 证 , 这些 
MER © 的 全 体 特 征 ， 由 此 可 得 下 面 两 个 基本 关系 式 : 


и [~ EIA; 
Drews? Dror WK 
及 = ге ра 
0, a Æ Б; | 
Хба)А(Ь) = 43 
OO = A (43) 
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1] 1. мб REKREA, 则 对 于 每 一 实数 а, ХЕХ n ДЕ SC 


X(n) = erien, 
2. d 6 为 mod q ИЖЕ, RUSSES c а mod q, Eric 
Х(п) = eiaa 

为 @6 的 一 个 特征 ， 这 称 为 mod q 的 加 性 特征 ， BRE, AERE mod q 的 全 体 加 性 特 
征 . | 

例 3， 命 p 为 一 素数 ,而 O 为 mod p BJ 88826 АГИ TE HERE, 则 对 每 一 о, BR 
数 

X(n) = eis ind n/pD 

为 6 的 一 个 特征 ， 同 样 可 证 ,这 些 就 是 mod p 的 全 休 乘 性 特征 . 

例 4， 更 一 般 些 , 命 @ 为 mod а KWRA RRR, g = 21р. ph, 
此 外 pi, т, Pe 为 互 不 相同 的 奇 素数 . 当 i 二 1, 2,，…',s 时 ,定义 

Z (a) = Хп) = D Q < < (pl?) 
双 当 > 2 时 ,定义 i 
—1)% а == ры = 2; 

Yon) = (piece pea Уша, ; 及 » e<, Фа 2, 
WERE b УН л = (—1)10795* (mod 2) , Z b > 0 定义 的 整数 , 划 我 们 得 到 mod g 的 
全 体 特 征 | 

Х(а) = X2)x(2) e Xa), (в, q) — 4. 
为 了 方便 起 见 , 当 (z, 4) > 1 时 ,常常 定义 
X(n) = 0, 

Ж mod д 的 特征 X(») WE ТАЕ, EEI В 4’ 使 对 适合 п = n 
(mod 4’) № (2, q) = (n', q) = 1 АЖ n Жп ЖЕН (в) = X(n'), АЖ (в) НЭ 
原 特征 ， 否 则 , 称 X (2) 为 原 特征 . 


12, 特 {Е 和 


常 称 首 项 为 1 的 多 项 式 为 正则 多 项 式 ， 命 [q] 为 含 9 个 元 素 的 域 , f(x) 为 [q] 
EK k ЖЖ ЗА, Xa) Я [q] 的 乘 性 特征 . 常用 G, zg) А KG 
与 g(x) 的 精 式 、 又 对 于 任意 » 灾 正 则 多 项 式 g(x) ШЙ |600) | 一人， 定义 


LG, z. = У), (44) 


lgl: 


— n AInV a 


JERERS TU ЖА [9] 上 的 全 体 正则 多 项 式 求 和 。 显 然 
L(f,X,) = >; 2, (45) 
v-0 q 


此 处 о, = D XC, g), 而 其 中 的 8 НАК o KEE. AXC, z) 与 18| 都 是 8 
a 
MB ERE, ded 


2T. еу 
L(f, X, 5) 7 H (1 о ©з) 5 (46) 


此 处 的 乘 号 对 对 [q] ЕН ЖЛЕ ИВЕ £ AARE, JL F WE ХА == Жо. 
EEL L(.X,22947 088 k 1 18, 
只 要 证 明 当 yp Ар, о, = 0 ВН. Aro Ка) 一 0 的 一 根 ,并 记 , 由 [gj 添加 
9 所 成 的 域 为 [q+], 则 
G, g) = (-1)®(в, J) = (—1)t'Ng(9), 
此 处 N(a) 表示 [q*] 中 的 元 素 关于 [q] ЕЖЕ, dir 23 [qt] ERSRETS REGE, BD 
d(g(9)) = XC—1Y"XG, =), 
此 外 Dp 为 8 的 次 数 ， 读 g(x) = x" + ах” -1 +++ + V ДИВ 


„= >. e У xG, рУ . У KO), 


ag€[4] 216141 So [41 21614 
此 处 s = ХК — 1). Xv 2 АЕ, Е ak, ctt. 9-1, Bay c, £ А8 [z] 
的 全 体 元 素 时 , g(9) 通过 域 [qt] 的 全 体 元 素 ， 因 此 当 v > АНТ, 


= #70 >, 48) = 0, 


£crg 
定理 2. ` 
SG, Х) = Уу GE), 
xetal 
EU f 
s(f, X) 一 q” Tc q^, (47) 
IBAE s, css, ж-а ЖОЕ L(f, X s) В" A. 
在 (46) 式 两 端 取 对 数 , 便 得 


lg 10, Z, s) = У) У) = xG, ee~, 
G v=1 
另 一 方面 ， | 
— z 1 х As; —hs 
log L(f, X, s) = EIE Ja . 


* 30. 


— + чеч — HÓA em 


2 e 


比较 q^ 的 有 系数 ,得 到 
k-1 
-5 a= У LG, сә) = У) ХО, а) = У ККа)). (48) 
iz1 i-a P 214] a Ef4] 


由 (48) 可 知 , 欲 估计 特征 和 >, LGU), FERRE q^ +... та в. 
аЄ[41 


假如 我 们 能 够 证 明 LCf, X, s) 的 雳 点 的 实 部 都 是 о 一 HL 


D х00)) k (&—1)V4, 


关于 这 个 问题 , A， Weil 作出 了 重要 的 页 献 ， 命 8 为 [9] ЕИКЖ yi SL 
C- Bil 
1 1 = 
2\5) = — == 1 — — Y , 
G0) = > тар Ц (= ep) 


НЕЕ AROE ОВЕН, ЇЇ © НИС О 的 全体 素 因 子 ， 又 Са) | ЖЕЛЕГИН. 
Co(s) 是 一 个 具有 周期 2л: / log q ИННА "EXE ET ZR I Е.И ТЕ s = 0, 1 (mod 
2ni/ log 4) 处 有 一 次 极 之 外 ,都 是 正 划 的 . 


定理 3(A。Wei)， Cols) 的 零点 的 实 部 都 等 于 > 


这 个 定理 原来 是 Arin 提出 来 的 一 个 重要 猜想 。 对 椭圆 画 数 域 的 特殊 情形 ， 
Hasse? 葵 予 了 证 明 ， 而 一 般 情形 则 由 A. Weil? 在 1948 年 完全 解决 (参看 Igusa!? 与 
Roquette” 的 交 章 ) ,因为 在 Weil ARER ЕН, 需要 用 到 代数 几何 ”的 全 部 知识 , 所 以 很 
难 在 此 作 一 简单 的 概述 . 

Weil” 给 出 了 定理 3 的 另 一 推 戎 。 

定理 4. 关于 Kloostermann 和 ,我们 有 下 面 的 估计 : 


Реа о, ш 
Y ZU (ee /? 


х=} 
Carlitz 5 Uchiyama?? 还 由 定理 3 推出 了 下 面 的 结果 : 
定理 5。 命 f(x) = agt + Нах + a, p Í ak, RU 


P-1 
У) еї" 
&=1 


关于 Kloostermann?? 和 的 估计 的 历史 如 下 :在 研究 将 整数 表 成 ax? + by! + са? + 
十 ди? 的 形式 的 时 候 ，Kloostermann 首先 引入 了 这 种 类 型 的 和 ， 所 以 通常 就 称 之 为 
Kloostermann #1, 他 得 到 的 估计 为 OCp*), 以 后 Sali? 与 Davenpori? 又 将 此 估计 
doi o), | 


«2. (49) 


«hy b. (50) 
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关于 (50) 的 估计 的 历史 如 下 : Mordell 证 明 它 的 阶 为 О(р! *), DAS Daven- 
pore? 又 得 到 了 估计 O(P! 7), ЖЬ m 为 形状 如 2 与 3 - 27, 而 又 不 超过 不 的 整数 
中 的 最 大 者 。 因为 Mordell SEREA RHE, MARTEX ERNEIEREN 
程 :表达 式 


~ 


1 > У 2zi [Ur p 
-一 。 е 
1 2121 


а ЕТ 


эу 
ан 
H 


等 于 同 余 式 租 
k k 
> = У] yop) 1«A«k 15, ур 
iz1 i=l 
的 解数 。 显 然 解数 < ki Pr， 进而 首 之 ,他 证 明了 ,对 于 固定 的 f(x) = ask + ot 


Р 
+ ах, рКа, НЕ > р К 7456 КАх - n) mod р, 使 | №. е? бене | 等 于 
xl 


b 
У) еж)! 
x=1 


. Bit 


> eril Gp ^ « 00-0, 
故 得 定理 ， 
4E 7 Bt 55 Pa 088) 将 这 一 项 果 推广 到 两 个 变数 的 情形 , 即 
У У Eif (z, o < pU, 
х=] y=1 


此 处 }(«, у) 为 一 和 & 欢 多 项 式 . 3 HE E T BEA A SERE 0455, Н Weil 25 
法 ,希望 可 能 得 到 某 些 改进 . 


13. 完整 三 角 和 
а 3—22 1 的 整数 , f(x) 为 一 整 系数 的 次 多 项 式 ,并 上 且 fC(0) = 0, 


я) = арх +t + ax, 
我 们 现在 研究 指数 和 
5(а, f(x)) 一 У) eria | (51) 
华罗庚 中 在 1940 年 证 朋 了 下 面 的 结果 : 
定理 1. Ф (ах, ttt. d), q) — 1,А! 
504, 10)) < q 
此 处 в 为 一 任 和 给 的 正 数 ,而 与 < 有 关 的 常数 仅 依 顿 于 有 及 e, 


。32 ° 


i 
1 一 二 te 
° 


Е. E (а, Ф) == 1 в, 
S(giqz, f(*)) = 5(а1, fCaxx)/a2) 842, Казх)/ а). 
因此 ,和 欲 计算 (或 估计 )(51)， 只 要 计算 当 g = p! КЕНЕЕН, ЕЛЬ p ЖЖ. 
24 1 一 工时 ,此 郎 $ 12 中 证 明 的 定理 ， 现 在 对 I HIR RUE, 
由 pr (kax， a) 来 定义 上 当 ! 二 2(z 十 1) 时， 定理 显然 成 立 ， 当 1 之 
= 2(z + 1) Bg 


р р 
SDE У) етю = У, 
vel 


v=1  0«x«p 
x= y (mod p) 


E > ERARA f (x) = 0 (mod pH < x < p) Bf, НИ S, 一 0, 车 > 为 同 余 式 
(x) = 0 (mod p/*) (0 < x < p) И, В ИДЕ ЖЕ Ко + py) 一 Къ) 全体 系数 
的 2 B УЕ p ЗН р < р << p, 因此 


2-1 


> eif(vtpy)/p! 


y=0 


此 外 (9) = p^" (}(» + px) — Ко). ЖЕ р, (+) 公休 系数 的 2 的 最 高 方 震 
78 p“, АП УШЕУ (+) = 0 (mod p+!') 的 解数 不 超过 同 余 式 f(x) = 0 (mod р) 
(0 < х < p) KAR > 的 重 数 ， 故 由 归纳 法 朗 得 定理 ， 

E, RPT AREN, E pf (а) = 0 (mod р) 的 根 的 重 数 < m, Rl 


SGE), p) = o(9 7m, 
489 БЕ” 还 将 他 的 定理 推广 到 有 理 数 域 上 的 任何 л 次 代数 数 域 上 去 . 


Is] = < pe-a) |S, go(x))], 


14. 不 完整 和 的 估计 方法 
fir g(x) 为 有 周期 4 Ро < x < q 显然 有 
nom 1 9-1 SU _ UU _ 2 _ 


[> Ж 0<х < m; 
0, # m= x <q. 


因此 
m-1 4-1 
2,50 = Ха = 
-25 f(x) +4 LS f(x) > г" а 一 г") (а __ г). 


—— инее 


m-i 4—1 4-1 „пх 
Уб 一 了 У Уке” “|, (52) 
х=0 х=@ x 二 0 

由 此 可 以 将 不 完整 和 的 估计 归 竺 为 完整 和 的 估计 ， 例 如 咏 , 当 1 «Cm < 4 В, 


q 
<> 


=1 


T „п“ Ау 1 
Уе” 4 «qs, (53) 


х= 1 


ЖЖ Car, +++, 23, 4) = 2,15 < ЖЭСТ е Z. k. 


类 做 地 , 若 
Е, 
q qp 
旧 由 部 分 求 和 得 到 
Р 
У) ELLO « pq tU . (54) 


х= 

йт p > 2 为 素数 , (a, р) = 1, № x" = a (mod p) ЧА, ДЕК а 73 mod p HI n X 
剩余 ;否则 称 ¿ 为 非 剩余 

fir X 为 mod p 之 原 特 征 ， 特 征 和 S(m) = 5 Х(п) ARE СВ r В ЖШ 


пт 


要 音义， 例如 Линник 与 Rényi?? 证明 了 : 命 NXis ЕС X Cn) = 1 BROLIHEGOR (i Ж 
小 (0) 的 整数 л, ДНЕМ p> ple) 时 , NË, < p RE |SCm)| < УР. 

下 面 是 习 知 的 Pólya? 656558 EP EIE REX >< X, mod p, AVE 

|S(m)| < УР log p. 

由 此 立刻 可 知 , 最 小 正二 次 非 剩余 Naia < V P log p. 

关于 Nai 的 上 界 的 估计 ,至 今 最 好 的 精 果 还 是 属于 Виноградово» 的 ， 他 得 到 
ЯРНО: ' 

定理 。 Жар 一 1 的 异 于 1 的 因子 , 则 对 于 全 体 充分 大 的 p, mod р 的 最 小 4 
KEMA 


2-1 


1 
< p (logp), А=е”. 


特别 由 此 得 出 Non S T = pU log p)", 

这 个 结果 的 证 明 是 很 简易 的 。 事 实 上 , 若 区 间 [1, T 中 的 全 体 整 数 都 是 二 次 剩 
РЕЖЕ О = V P log p 的 二 次 非 剩余 都 有 一 素 因 子 4 适合 T < q < 0. 因此 ， 
不 超过 9 的 二 次 非 剩余 的 个 数 NN 适合 


м< >; [2| «o > 


1 
т<4<0 т<я<о d 
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AHERE BH 


= log 980. + o o( 1 ) 
т<р<0 P log T log Q 


因此 ,由 上 面 的 不 等 式 及 习 知 的 夭 果 
N= o+ S Php, [90| «1 


即 得 定理 . 
在 广义 Riemann 猜想 之 下 ，Ankenyl 证 有 明了: 
Nmin < (log p)". 
H Pólya 定理 及 下 面 习 知 的 等 式 
2 O x PES бэ) 
此 处 g(p) ET Р НИНЕ „П ХӘ 通过 mod А КА ФС) 个 特征 ， Виногра- 
дови) ЗЕҢ T 
g(p) = О(2"/ P loglog p), 
此 处 m 表示 了 一 工 的 不 同 的 素 因 子 个 数 . 
ЯН 


№ (1-1 а 


> JR) Уу > У Хо (в) = 0 


kia QR) үр zo ва 
代替 (55) WERE А(р) ER 乡 的 有 最 小 邦 对 值 的 原 根 ; 同时 证 明 : 对 于 全 体 非 主 特征 
A 十 1 


ELE 


1<4 <р, (56) 


A n 1 
由 此 他 2 得 到 了 


一 0 n-—a 


Iac | <2"/ p 
及 


gp) < ant p. 
Erdós"? 用 Brun 方法 证 明了 :对 于 充分 大 的 户 , 有 
g(p) < p? log" p, 
在 广义 Riemann fij К, Ankeny?? REBA Т: 
gCp) = OC2" log? p log? (2"log p)). 
关于 =) 的 下 界 的 估计 ,Turant9 REBT: 
g(p) = (log p), 


eom: 


EF pe xr Hi(S6)REBH Т; 
log e < Va (Lisa + 1), 
2 
此 处 8。 = (x + V d y0)/2; хо, yo 为 Pell 方程 x^ — dy! = 4 的 最 小 正解 ,而 4 为 三 0 
3X 1 (mod 4) МУЗЕЕ 32%. 
这 个 结果 是 下 面 Schur” 定理 的 改进 : 
logs 一 Va (ока + 1 loglog d + 1. 
2 2 
ERA HARIT Nau, g(p) 5 loge 的 定理 的 证 明 中 Er КЫ Ж 
P л 
tX) = У) Ж(в)е”"?. 
不 难 证 明 ,对 于 mod p 的 原 特 征 , 有 
cQ = УР. 
而 对 于 mod р 的 实 原 特征 ,上 则 有 确切 的 数值 : 
| Мв, #Х(—1)=1; 
т(Х) = — . 
ij P, #Х(—1) 一 一 1. 


关于 素数 为 变数 的 特征 和 , Линник 得 到 下 面 的 定理 : 
定理 1。 а) 对 于 mod q 的 复 特 征 X(x), 有 


M Х(р) < N leo (2285) + 1 |. 
РЕМ log № log q 


b) 命 —q < 0 ЖЖ, ЯП 


> (=) < N { ехь (-« Ex) + exo(—« C log N ) + 1 |, 
PEN ` P log N logg ма 108 4 


此 处 20—49) 为 Ау —a) 的 类 数 ,而 со IERA. 

Линник Н НИНЕ ВЕ EUER T КВ. 

B|. dr X(2) Я mod q 的 一 个 实 的 或 复 的 特征 ，L(s,X) 为 与 它 对 应 的 L-E 
数 , 旭 存在 纸 对 常数 c, 使 当 g -> co 时 , LG, X) 在 临界 区 域 中 的 堆 点 pk = B, 十 in 
XR 


2:5 [р Трес — cok log q) < 1, 
Pk 


此 处 m KER pr 的 重 数 ,而 or = 1 — pr. 
Paley”? BEBE T : 存在 正常 数 4, ТЕЖЕ (0,2 5 (a) ЖЕРШЕ X, mod g, 
. 36 • 


使 


У) à) = A V z log log q, (v 21,2, =), 
т=1 

РАБ, Chowla!? SUE НЕКИЕ Е REB Y 

> Xn) > A V av loglog 4. 

m-i 


Batman, Chowla 与 Erdósl? 在 1950 年 得 到 了 同样 类 型 的 精 果 ,但 其 中 q 限制 为 素数 
这 一 矫 果 ,以往 Chowlall? ЕГ Y. Riemann 猜想 下 得 到 过 .， 因为 在 百科 全 书 中 ,还 
有 关于 特殊 Dirichlet 级 数 及 其 应 用 的 专著 ,所 以 这 类 和 精 果 就 不 在 此 群 租 关 述 了 . 


15. 素数 变数 的 指数 和 


我 们 现在 来 介 胡 Виноградов" 2 关于 估计 素数 变数 的 指数 和 的 开创 性 方法 .他 
是 首先 答 旨 这 种 和 以 非 无 聊 估计 的 人 .。 依靠 这 个 估计 , 他 旋 明 了 著名 的 “三 素数 定 


M etri) 


PEN 
ЗЕЕ p RAREN ОКЕ. НЕ, RME HE Виноградов TIE RR H HE] 
Е ДЈ; A ARERO ЈАН ТАА) 8 ЖИВЕЕ: 

> eriam, 
Ни 与 分别 通过 其 个 整数 集合 . 在 用 这 个 方法 时 ,x 与 v 常常 是 大 量 其 他 变量 
ВУ, REZ, м Бо 的 分 布 有 一 定 程 度 的 规则 时 ,我们 就 可 能 对 上 面 的 和 进 
行 估计 .将 这 个 原则 应 用 到 所 寿 究 的 疝 题 时 , 傅 顿 于 下 面 的 引 理 . 

8| 假定 我 们 有 三 个 由 正 整 数组 成 的 递增 贯 u REE mm, 此 处 л ЕВ — 

贯 中 的 全 体 整 数 , wz 独立 地 经 过 第 二 贯 中 的 全 体 整 数 , 而 v 其 经 过 第 三 个 整数 芙 ,又 
假定 : 


1<U<N, U<U' <U, а= + + £, (à,d)—1, 1<а<м 
q 
及 
$ = M 
Udugu „М 
ЕШ 


S < L'N(q7! + qN? + ИШИ? + им, 
ЖЖ L = log N. 
е 37 е 


ЖЕ. ME) М я = mm 的 解数 , 则 
5 = M Е(х) > А 


0<=%0' v«N 
z 


此 处 = 逃 过 所 示 区 寺中 的 全 体 整 数 ， 于 是 由 Буняковский-Ѕсһмаг2 不 等 式 得 到 


52 < 5 £z) У; У, eria E UL? > M > айда") 一 


Ucxz«U! U«cs«U' | yeN U«cs«U' vaN о'< N 
Ж z z 
; : 1 
= UL? > ) > | > ) gir asw) « UL? > | > ) min (v. - . 
v«N г!’ «М << min (&. N, u) v«N „< 34 {000—0 )} 
z = v v E z 


对 于 每 一 国定 的 o, 将 里 面 的 和 分 为 < p? 十 1 个 长 度 都 过 4g 的 分 和 ， 由 于 每 一 分 
а < U + qlogq Ж log q < log N 一 工 , 所 以 
S < UL (NUCO)(NU^!q7 + 1)XU + glog q) < 
< N2TL1 + амі + U^ + UN”). 
我 们 概述 下 面 的 定理 来 作为 Виноградов 方法 的 典型 例子 . 
定理 1 NEI, L 一 lgN 及 H = DI xe 


a= 2 (4) =1, 1<4<N, 
4 q 
BI 
— ania [19,1 
S(a) >. ° «МГ, NE 4 N + Э! 
ERHET ARAA FE = ХӘР, 
1) GEE). & P 一 ][ >p 52k < VN 的 素数 的 乘积 , 则 
` PNN 
Sla) = У, ( > н) ) er + OCVN) = 
<N d|(P, n) 
= ` 2niadm P 
2,40 Ay + осум), (57) 
将 区 间 0 < m < N 分 为 形 如 
M < m < M' 


的 子 区 间 , 此 处 M < M' < 2M, 这 种 区 站 的 个 数 为 0(L)， 于 是 定理 归 精 为 去 证 月 
= 2riadm 4 1 4 1 
SCM) 2; p(2 >; е < NL ( ++ 3! 


М<т<м’ 
mel 
2) 《消去 比较 容易 的 部 分 )。 S M > H iF, 
9 1 1 
S(M) < NL (z + 7 + 1) 
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м M < H W, 5(М) +в SS REAA < H? 8538 УН 4 相应 的 各 项 之 和 显然 
< NHI, 
现在 我 们 来 研究 和 


У У! р(4)е?"*" ， 
метам" см | 


此 处 M < H, i d RP 的 侈 体 鄂 种 因子 ， 朗 至 少 舍 有 一 个 > 下 的 素 因 子 者 . 将 
Ее УУ 
> (м) 一 > 5% (м), 
k k 
此 处 
S(M) = > У е?"іаат ， 


М<т<Мм' N 
“т 


Wü 2 P 的 满足 下 面条 件 的 全 体 因子 : pld) = 1,0 B. 2 ERE А ЛЯ >Н. 
5 (М) 的 定义 是 类 似 的 , 仅 需 在 SKM) 的 定义 中 将 jC4) = 13809 (а) = —1. 
因为 < N 的 数 最 多 只 有 < L 个 素 因子 ,所 以 的 最 大 值 亦 < L. 因此 , 开题 
НЯ S SESS 
SM) < NL? (2 + £ + 1); 
又 对 SKCM) 也 有 同样 的 估计 ， 
3) Ф 


тм) = > > eiapim 


M<meM’ „см 
m 


此 处 通过 活 合 F < р < VN 的 全体 素数 , 而 :通过 P 的 具有 下 面条 件 的 全 休 因 
$; z 正好 有 《一 14 > Н МЕНТИН. ро = 一 L。 于 是 


IsxM)| < „тм! + O(NH?) < |T4(M)| + о(мнҥ), 


为 了 估计 Ta, ВАННЫ Н? < p < VN 分 成 女工 个 形 为 9 < p< 0' 的 子 
БОШ ЕО < 9' < 9。 因 此 ,只 要 永明 


т.м, О) 一 У У) У) PL d « ne( J+ + a + I) 
M«m«M' О<р<0' mpr«N q N H 


EEEH, 
现在 来 应 用 引 理 ， 取 w = тр, ç = tH e dele ЕК. АБН. 
U EIEN МО, 
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TX(M, Q) < NL'(q^ + qN” + Мо + МОМ < 
| < NLU (q + ам + H7), 
定理 证 完 . 
Виноградов" ® 将 他 自己 的 定理 推广 为 更 一 般 的 精 果 ， 例如 ,我 们 得 到 下 面 的 定 
=, 
22. roO < «cL, 


К) = Iob t + o + ад, (В, q) = 1, 
此 处 a,(1 <: А) ЖЕЗЕЖ, Ш Ls < q < PLC, HÜXHEBDo, 0, 34 5229. 
` (os +o, + 1) 时 ， 


< Ck) PL "O, 


> е? 


P&P 
p= z (mod 0) 


Turán!? 证 明了 下 面 的 估计 等 价 于 拟 似 Riemann 猜想 : 24 3 < ||“ < PRSE 


<М, < М, a> 4, о<ё< ою, 
2 


o 
« №108 № 


eif? 
"aud 


Ni&p« № 


max 
Li 3f 
TNT SN 


Виноградовч® 48] T ЭР ERR NR, ME 1952 年 得 到 了 下 
ИЖ: 

定理 3， 命 4 RRE, ACn) 为 mod g 的 非 主 特征 ， 若 4 < N < q, 则 对 适 
é k 0 (mod q) 的 任何 k, E 


DS xp+ «лч (ey. 
PEN N 


НЕРЖ < N KARRA, 
由 定理 уд. ЕЗ 
定理 4。 命 x 为 g 一 1 的 一 个 因子 , 且 1 <о<од 1,9 00,1, 2, 0,0—1 
中 的 一 个 ; T, 为 适合 下 面条 件 的 请 十 下 的 个 数 : 
PEN, ind(p + K) == s (modz), 
则 在 定理 3 的 条 件 下 有 
а 


1i 
T, — 1 (№) < Nit (2). 
п N 
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== ”素数 分 布 及 与 之 相关 的 
Riemann -MAA Е 


16. 素数 定理 


fir x(x) 表示 不 超过 x 的 素数 个 数 。 从 x(x) 的 最 初 几 个 画 数 值 看 来 , (v) AF 
很 不 规划 ， 但 是 随 着 数据 的 增加 ， 可 以 看 到 , ЯТ ЕЕ (x) ,可 能 有 一 渐 近 表示 式 ， 
Legendre” 猜想 ,对 于 充分 大 的 x, x(x) 渐 近 等 于 


r 
一 一 一 : (58) 
log x — 1.08366 ? 


此 处 log z 表示 x 的 自然 对 数 ，Gausstm Шз ИШЕНЕТ — ЭНН S EAE 
公式 。 DATA ESESHECH АЕ, Gauss 的 方法 在 于 计算 每 个 单位 中 的 素数 个 数 ,他 
建议 用 夯 数 来 表示 在 大 整数 z 附近 的 素数 分 布 的 平均 密度 《“ 单 位 区 间 中 素数 
的 百分率 ”)， 因 此 他 用 


r z (59) 


2 юри 


AGER <(e)， 为 了 方便 超 见 ,常常 用 "对 数 积分 ” 
icm +} е; 


KIOS тат Е ИВС l 2 = 1.04... 如 果 我 们 仅仅 考虑 
主 阶 , 划 这 两 个 猜想 都 可 以 陈述 为 
lim £O. =1, (60) 


х эс х 


log x 
这 就 是 通常 所 称 的 “素数 定理 "， 这 是 素数 分 布 理论 中 的 中 心 定理 。 近 百 年 来 ,决定 
素数 定理 中 伪 的 开题, 吸引 了 不 少数 学 家 的 注音 . | 
首先 在 这 个 方向 上 作出 重要 真 献 的 是 Чебышев””, 他 在 1848 年 与 1850 年 证 
明了 


a< lim mU) < 1 < а A02 <$, (61) 
хэс & >00 
log x log x 


э 4] ° 


此 处 a = 0.92129, ZFÉDABÉEBS T : АДА EAE , НИЯ РАДЕ 1510 EU x 充分 大 
时 ,这 个 比例 界 于 两 个 正常 数 之 间 。 尽管 Чебышев 所 得 到 的 数值 上 界 破 以 后 的 数 
学 家 不 断 地 加 以 改进 ,但 这 些 数 学 家 所 用 的 方法 ,似乎 是 不 可 能 导 至 问题 的 最 和 终 解 决 
的 . 

Чебышев 引进 了 两 个 图 数 : 


Э(х) = Ў) logp (62) 
及 . 
$G) = У) logp = D ACn) = 9(z) --9(35) + Hx$) + -.., (63) 
maar nex 
此 处 | 
_ [Покр, Жл АКР ВУЖ; 
AG) n 其 他 情形 . 
他 证 明了 下 面 两 个 公式 都 等 价 于 素数 定理 : 
9(x) ~ x (64) 
5 
dx) ~ x, (65) 


` 最 后 ,我 们 引 征 Sylvester? Аба ЖЕШКЕН Чебышев 贯 献 的 意 又 以 及 他 对 这 个 间 题 
的 展望 : i | 

“但 是 要 确立 这 种 可 能 性 的 存在 , 我 们 或 主要 等 待 在 世界 上 产生 歼 样 一 个 人 , 他 
куд Es 5510377 Чебышев 一 样 , 薄 明 自己 是 超人 一 等 的 

当 Sylvester 写 下 这 些 东 西 的 时 候 , Hadamard 出 后 了 ， 但 是 我 们 不 应 该 仅仅 归功 
于 个 别人 的 才华 ， 前 人 的 劳动 ,特别 是 Riemann 的 工作 ,为 他 起 明 素 数 定理 开辟 了 道 
路 . 


17. Riemann 的 解析 方法 


Riemann"? 在 1859 年 提出 的 新 思想 是 解决 这 个 于 题 的 铀 匙 ， 他 的 名 著 的 意义 不 
仅 在 于 素数 葵 ,， 而 且 丈 影响 着 一 般 函 数 葵 的 发 展 。 他 引信 了 处 理 复 变 画 数 Riemann 
C- ERA 
ОУ, значи, (66) 
ЕЕ 1 


的 想法 。 Euler {E 1737 EK CCS) 作为 实 变 画 数 来 研究 ， 他 亦 得 到 在 尝 数 分 布 痊 上 
的 若干 应 用 ， 虽 然 Riemann 的 考虑 主要 并 不 在 于 z(a) ВЕ ЗЕЕ АННЕ, К 
明确 指出 了 , 在 这 个 画 数 与 6(s) 的 性 质 关 有 着 密切 的 联系 , 特别 与 它 在 :平面 上 的 
零点 分 布 有 关 ， 但 是 在 大 多 数 情 况 下 , Riemann 仅仅 只 答 出 了 证 明 的 不 充分 的 指示 . 
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23 ТЕБЕ ЗЕМ ‚ЖЕЕ E ВЕЛЕ — F tb ELAEREBH Y М 5364869453. 
HERR 


1 
N E dx — r (z 
出 发 ,我 们 得 到 : 当 e> 1 时 ， 


г(5 ko, -> E Зея Jy = р кї Чох) ах 
成 立 , 此 处 


$G) = 2, 2. 
由 于 当 * 之 0 时 , 200) + 1 = "ziv L) + ilm 
НГ (+ ;) t) = f родах + 人 «родах 一 
-二 бах, (67) 
最 后 的 积分 对 于 全 体 * 都 收敛 , 故 由 解析 延 拓 可 知 , 这 个 公式 对 于 至 体 з 都 成 立 ， 由 
FP s 换 为 1 一 "时 ,公式 (67) 的 右 端 不 改变 , 故 得 本 数 方程 


CO — ғ) 一 G, xy cos F TCE), (68) 


由 (67) 可 见 , €(s) ТЖЕ s = 1 MK ARS 1 的 一 次 极 外 , 它 在 整个 平面 上 
ЛЕДИ. Xo >11}, 
Сб) = II (1 -i ， (69) 
此 处 了 ЖЗ, 故 当 o > 1 时, 6(s) ВНЕ. МИН 68) ЈА, Мо < 0 
BFF, СС) RTE s = 一 2, —4, c ДЕН, ЕВРО. 我 们 称 这 
HFAA CCO) "Е м”. CC) 可 能 有 的 其 他 零点 pi, ро, + - ~ 都 位 于 带 状 区 域 
0 委 a 委 1 之 中 ， 因 为 
1 


CEO 61-6 ->0 (0 一 “一 1) (70) 


及 人 0) % 0, BrEA CC) dg 0 5 1 НИЕ EUR X ЭК рз, р», ` ` ` 都 是 复 
ж. 

这 些 就 是 Riemann №2 LEARAER T ARTEA CC) 的 性 质 . 他 还 提出 了 如 
下 的 猜想 : 
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1) CC) 在 带 状 区 域 0 之 o 过 1 р R; 
2) # NCT) RR CC) ЕЕ 0 < o < 1, 0 < z < ТА, | 


1 + log (2x) 
2x 


NCT) = Ż T log T — T + O(log T); 
т 


3) ÆA p=B+iy 来 一 般 标 记 б (ә) КЕЗЕ с, RI 22 | o | "Я, m 251 o1? 
发 散 ; 
4) 整 画 数 
EC) == НС — ЕСГ (= + 1) 
2 
可 以 表 为 


此 处 расавая ЖН p AEG CCS) 的 公休 非 无 聊 需 点 ; 
5) CC) ВР АСАНОВ В “一 — 上; 
в) Фп) = У MU ди 一 上 上 (N(x + 0) + ao) EAR 
2X n«x log п 2 


П.к) = liz — Уу liz + |; du — №2 (x21), 
P 


z (4? — 1)ulog u 
PEAR +? = li er Er 及 


ЗОЖ: Riemann 的 素数 公式 ， 
18. Hadamard 5 von Mangoldt 的 页 献 


Hadamard?” 在 1892 年 与 1893 年 发 表 了 两 篇 极为 重要 的 整 画 数 葵 的 葵 康 。 他 
EAT: 200) 是 阶 等 于 1 的 整 夯 数 ， 或 者 更 进一步 ， 由 $ 17，(67) 可 以 导出 5(s) = 
= Ole ls №), | Alk, Hadamard 在 第 二 篇 论 六 之 末 解 决 了 Riemann 的 猜想 1), 
3), 4). 在 中, 我们 有 4 一 I b = log2 + 20087 —1— >. у, 此 处 7 为 Euler 
常数 ， Hadamardl2) 与 de la Vallée Poussin25 在 1896 年 ,几乎 同时 而 又 相互 独立 地 证 
BH T ЖЕ EB, 

von Mangoldt™ 证 明了 Riemann 的 另外 两 个 猜想 2) 与 6)， 由 "“ 辐 角 原理 "可 知 ， 
6(s) CEC) 亦 然 ) 在 以 2 土地 及 一 ! 土 条 为 项 点 的 矩形 中 的 零点 个 数 2NCT) 等 于 

+ [arg ECs) lc, 


. 44 。 


ЕЛЕ [arg ECs) lc 表示 当 。 ЛЕНИН Я. C ЕЕ , 88 arg EC) 的 增加 量 . 
显然 


[arg é(s) le = Ë ES sls 一 1 + [arg Bls) Je, 
2 с 


此 处 0G) 一 атыг (Ls) СС). ЖИРА, 又 因为 0G) 在 点 :与 点 
1 一 * 处 取 等 值 ,在 点 = + ir Жо 一 妆 处 取 共 四 值 , 故 第 二 项 显然 等 于 4[arg@6(*)]。， 
此 处 为 由 2 至 2 + i ДЕБЕ S, 及 由 2 + iT 至 — + Т RBE 扎 所 构成 的 折线 ， 
因此 | 


zN(T) = x + [arg x 3]g + [=s (2), + [arg C (s) ]e, (71) 
首先 ,我 们 有 
[arg z], = EZ = E T log x, 


其 次 ,由 复数 形式 的 Stirling Z3 BI An, 24 T — co 时 ， 


[arer (£5)|s = SlogT (+ 十 Lir) — SlogT(1) = 
2 £ 4 2 


= 1 T logg L 一 下 一 工 十 OCT 
2 2 8 2 
代入 (71) 式 便 得 
T T T 7 1 1 
мт) = 212—1 +7 + 1 + (2) 
(T) EL xt. x [argC Cs) ]e + O r^ 


因此 ,猜想 2) 的 起 明 就 归结 为 下 式 的 证 明 ; 
СТ) = > [arg (5) ]е = O(log Т). 


KANAA TMA TATRA ERER. 而 这 引 理 本 质 上 是 属于 Backlund!? 
ВА. 
5. то<а<в < 2; f(s) НМ, "EL s 为 实数 时 取 实 值 ， 双 当 
G > a ‚+ = 1 外 ,为 正 划 的 ， 又 命 

[Я/(2 + i| 2m0 
ú Ко + r)| «Ms, (omo, 1r < D, 


Ж T JEJE fs) E ROBA AA ER, 124 o > BR, 
lag Са + #Т)] < = (log Ma, zsa + Tog +) / bg {(2 — 0/2 — 8) + 3 
m 2 


Backlund 的 方法 与 von Mangoldt 的 诈 明 不 一 样 ， 它 不 依赖 于 Hadamard 的 供 献 
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从 而 也 就 给 Riemann 的 猜想 1) 与 3) SEGET 53 —ЧЕВН. 实际 上 ,我 们 可 以 得 到 比 3) 
更 精密 的 关于 零点 分 布 的 畏 果 : 39 a > 2 BF, Dlo ogl pe ЖЖ, Ша 2 
时 ,这 航 数 发 表 ， 并 且 有 


= O(log T) (72) 
exr«r Y 
5 log T 
1 _ og ` 
2 o (ET. ). (73) 


von Mangoldt REHAR ERRE Y Riemann 的 素数 公式 (猜想 6))， von 
Мапро 也 证 明了 下 面 类 似 的 公式 ， 


定理 1. f WE) = 2 (Ka + 0) + d — 0). 则 当 * > L P$, 
би (1— S 
ө) = 2g — (о) - iog (1 - 1). (74) 
此 处 和 号 >) 表示 当 了 一 оо 时 ， 
5а, T) = > E 


1Y < T 
的 极限 . 
如 果 将 .上面 的 级 数 涿 项 积分 , 便 得 
Р 2. “r>, 
NIU Liu. eh S“ at 
hC) | 0002: = — х 2 D «e NL 1)? (75) 


ЛЕНЫ >, ЛЕНЕ, 


定理 2 КОШЕНИН УЛЕШ 1 HERRA TEX , ИРИ Ra” — P C75) 3X BSREBH, 
ИЗО — Г CC) 的 两 个 性 质 . 
1) FERE Ta, Тз, --- 满足 

m-—T,-m-cl, m=2, 3, 


E) «юр; (—1< s <2, t= Tp). 
2) 在 区 域 c < 一 1， и o nm —2, —4, —6, 中 ,有 


£o < log(|s] +1). 
习 知 


"no , L [е m ©( ds 
х) = — lin 
! тэ 2л} 2xi Jri 5s + 1) € LM 
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ML i aaa trn 


"n — 


由 性 质 1) 与 2) ARDER 2 + (| | << Т„) 换 为 折线: 
— 2m — i x zt |e] © Т), ac iTQ(—(2m + 1) < z < 2), 
在 以 2 + Ты, —2m — 1 土 T 了 wi 为 顶点 的 矩形 中 ,各 个 歼 数 之 和 为 


1 2— х _ c с шуу m yn 
2 нити (р + 1) "e Co) + Ç (70 > (—2r)(—2r + 1) 
于 是 命 m — 00, 便 得 (75) 式 ， 


因此 , 征 Riemann 的 这 些 猜想 中 , 除 猜想 5) 外 ,都 已 获得 解决 . 猜想 5) 就 是 当 
邻 著 称 的 Riemann 猜想 。 从 现在 开始 ,所 谓 Riemann 猜想 就 是 指 猜想 5)， 
19. 7HIRGEIREAEBOETE 


素数 分 布 理 论 的 中 心间 题 是 寻求 
я(х) — lix 


d) — x 


或 


BU FERRE, 
在 Riemann 猜想 下 , von Koch"? 证 明了 
ф(х) = x + OCz? 1082 x), (76) 
事实 上 ,由 $18，(75) 式 得 到 
l)e" yen 


— = (x = 
ЕО = x + o (| iex ) + oG) 
1 £#+1 (x + DE 
+ O — u^du + O 一 一 -一 一 一 | = 
* (3 lel f ) (X CU) 
1 1 3 1 
= х 十 x — | + xà -一 一 上 一 
e( A) o(a > oy) 
= x + O (xi log! x) 
《其 中 用 到 $18, (72), CD. 因为 
ло — b — = [| ema < < won = o +1) OF 
改 得 (76) 式 。 从 而 也 得 到 
х(х) = lix + O(x" log x), (77) 
定理 1。 x COGO 在 区 域 


o>1— 16|) 
PERA IEH z Z 0 BF, (г) 为 正 的 递减 函数 , A 


pala) = — + OCTO), 


. 47° 


此 处 а 为 适合 0 < а 到 工 的 固定 常数 ，zw(x) 一 (г) орх, ПМЕ > О, ЕН 
x(r)logx = log: KEX, 
事实 上 ,因为 х "О 的 递减 性 及 二 < 1, $ 18, (75518 


1 „= — 
plx) 一 本 < (> 1 | + У = ) < 


I7 [<т у” [у [>т |y |° 
< (x —D + кат.) K eTO, (78) 
H (78348 
dx) = x + О(хе iv", (79) 
5 z(x) = lix + O(xe- iv" G». (80) 


Turán Æ C(s) 的 无 需 点 区 域 与 z(x) — lix 的 阶 之 间 建 立 了 一 个 紧密 关系. 
de la Vallée Poussin? 证 有 明了 :对 于 


102) = 
定理 1 的 假定 成 立 , 故 得 
zle) = lix + O( xe torn (81) 
Littlewood ™® 首先 引进 了 估计 指数 和 的 方法 来 改进 《(s) 的 无 零点 区 域 , 从 而 他 证 
ВА УЗГАЧ ЖУАН 


а 


— —, G>, 
log (z + 1) ( ) 


O( xe “Nos x log log ғу 
ЖИВ) ВЕРЕ. 
КМУ Виноградов 关于 三 角 和 估计 的 缚 果 ，QyamagkoB22，Titchmarsh833 及 Bano- 
градов? 等 人 得 到 了 更 进一步 的 结果 。 最 佳 的 缚 果 为 : 


定理 1 的 假定 对 于 
А 
(log г). 


162) = 
成 立 ,从 而 得 到 
д0) = lix + О (кетедо ую, 
此 处 。 与 a 为 任意 给 定 的 正 数 ,而 与 记号 O 有 关 的 常数 仅 依赖 于 a 及 в, Landau 提 
供 了 另 一 个 比较 初等 的 、 不 依赖 于 von Mangoldt 公式 的 处 理 上 迟 和 精 果 的 方法 ， Ros- 
ser? 还 得 到 一 些 数 值 定理 , 即 


— < zz] <- 若 17 < x < е9, x > е0; 
log x "T 
(ку < m, F x > 55; 
log x +2 log x — 4 
p, > nlogm, #x>1, 


* 48 > 


-Wm 


此 处 p, 表示 第 n 个 素数 , 


20. 素数 定理 误差 项 的 不 规则 性 


由 数值 计算 可 以 看 出 ,似乎 应 识 有 

x(x)-lix 
CA Ingham"? 89-5), ЈАЛ ЕВН Т л(10°) < H 109, 但 是 Littlewood!9 在 1914 4EREBH 
了 有 充分 大 的 x, ME rla) > li x, 而 这 样 的 > 将 要 出 现 无 穷 多 次 。 Littlewood 的 定 
理 纯 粹 是 一 个 “存在 定理 ”以 后 ，SkewesB7 在 Riemann 猜想 下 让 明了 : 存在 适合 
x < ce“ ”的 整数 *, 使 | 

z(x)- lix, 

在 不 假定 Riemann 猜想 时 ,他 证 明了 有 整数 * 二 107 АЛГО, 
如 果 存 在 与 无 关 的 正常 数 <, 使 有 任意 大 的 > 满足 |f(x)| > cx, NARS 
“JG = 9(#), (4 x оо)” 
3t. BL OEO RERE, 车 1(*) НЗ, НИНЕН x 使 (к) > cz, 

ЯП 29 
f(x) = 0.00), 
又 车 有 任意 大 的 x, 使 f(x) < — са, НИЗ 
JG) = 9-G). 
因此 “2” 等 价 于 (对 于 实 画 数 )" 或 者 Q, 或 者 0”, MRE OL RE Q, 与 0- 的 
Z”. 
Schmidt RET , ЛЕ о > Ө > > rh, CC) 22859 A RS T в > о, 
有 


d) — x = Q.(?7) 
及 ` 


rlx) — li x = 0,059), 


Pólya” (FE EAR: dr w(x) AFER (C1) — 1, P) — 2, 5 9600 — n 


фо E ZG, H 
| lim иа) >£ , 
n>% logz л 
此 处 c 的 定义 如 下 :车 《Cr) 在 直线 a — 8 Ед, В c НЕ ЖИРЕ НИ ИР 
у. c == оо, 


Litllewood!9? ЗЕНА У: 4 х — oo 时 ,有 
plx) — x = Q Cx? log log log x) 


à 
x(x) — li x = Q, (=. log log log x ). 
log x 


21. Нее 


B р, 是 第 4 个 素数 . АРЕН ЖЕ 
d, = Parn — Pn 
Kamna, НЕВЕ: 
1) З — AC), АЖ п, 
d, < fi(n) 


成 立 ， 在 这 方面 ,已 知 的 最 优 精 果 本 质 上 属于 Ingham? HEE Ala) = ре, 9+ в. 


在 Riemann 猜测 成 立 的 假定 下 ，Cramer2 EWT (2) = р log р. 它 的 反面 
阅 题 是 去 寻找 责 数 (Cw) ,使 对 无 限 多 个 n, 
d, 之 hn) 
Вог. АЙЕЛДИ, Rankin? 4838] T 34-29 ЕЖЕ: 


1 ) log log log log Р, 
= {— — e | log p, log log p, —————— E. 
а) ( 3 og Pn log log p (log log log р„)?” 


他 所 用 的 是 初等 方法 . 
Western! 公布 了 一 张 表 , 表 中 包含 了 这 种 素数 pu: р, < 107, 而 它们 的 da 大 于 
一 切 更 小 素数 之 差距 .。 这 种 素数 一 共 只 有 20 个 ,其 中 最 大 的 是 4652353, 在 它 那 里 
的 差距 等 于 154。 这 张 表 支 持 了 下 面 的 猜测 , 朗 
有 h(n) = pi № (а) = Зори) 
2) SURE — ERR (а) ВНК n, 
d, > hn) 
xp, 关于 (n), ВАЖЕН АННЕ SCA E IRL URL RE hla) = 2. 
Ta CE, АРЕН — ВАК fi(n), 使 对 无 限 多 个 2， 
d, < Со) 
IE Rankin 用 Бухштаб 的 方法 建立 了 下 面 的 结果 : 对 于 任何 s > 0， 都 有 


o = (2 + e) log pu; 而 在 广义 Riemann 猜测 的 假定 下 ,他 还 证 明了 h(n) -(8x 
xi 4 °) logp, Ricci? 证 明 : 对 于 固定 的 80 < 8 < 1) ,及 对 充分 大 的 N, 在 区 于 


. 50 。 


(1 一 6)N < p, < N 中 ,至 少 有 千 分 之 五 十 五 的 着 距 piti 一 加 适合 不 等 式 
Pati 一 Ра < log р», 
另 一 类 间 题 是 去 守 找 (x), BEXT ЛОРА n, 


d, = C) 
成 立 . ”所谓 “对 几乎 全 体 = ЮУ”, ЕЛЕ, EA БКА scm x 的 个 
数 x, 
Walfisz!? ШЕНВ T 


fs( n) = log p, (log log log p,) 2, 
而 Ргасһаг! $& tH T НИНЕ: 


. — log p, 
fem) T 


此 处 g(x) 为 一 在 r> хо (x 为 一 正 数 ) 时 单调 上 且 当 x — со 时 适合 g(x) — © 与 
log x 
REL 

此 外 ,我 们 还 要 寻找 画 数 fol), 使 

d, < fcn) 

对 几乎 全 体 = 都 成 立 。 关 于 这 个 问题 ，Cramkr” 建立 了 下 面 的 精 果 : 

对 于 

0о<а<--, В20, 4= Gos), 


ТЕЕ ЭНИ ЕЛБЕ Т, РГ 


1 У 4 = o (28) 
Y dn > В " hlog 5/7 


Pa < х 


由 此 得 到 
fln) < (log п), 
在 此 同一 假定 下 , Selberg? ШЕРА T ХР 0«a-1, ВО, 


1 a-o(ss) 


由 于 宅 的 重要 性 ,我 们 将 对 有 (x) 给 出 下 面 的 起 明 过 程 ,Hoheise0 HER : 7 
ТӨ < 1 存在 ,使 当 x > co 时 ， 


л(х + x?) — ла) ~ 2. (82) 


KR. НИЕ: 25 п — co 时 ， 
„= ОСр?), (83) 


. 5] ° 


他 的 薄 明 能 够 氢 述 成 下 面 的 一 般 形式 : 
我 们 假定 : Са) CC) 在 区 域 


s>1— а=! log ғ 


(A27 0, £27 > ё) 
HERRA; (b) 34 T — оо 时， 
Мо, T) = ОСТ ют), b>0, B > 0 
关于 > «о 1 一 致 地 成 立 ， 此 处 Мо, T) RECCO) KRA p = B + iy 之 适合 


B> д, 0 < y < T #520, 于 是 ,对 于 满足 不 等 式 
1 


1———————«8«1 
b+ AB 
的 任何 固定 的 @,(82) 与 (83) 都 成 立 . 
我 们 从 等 式 
x? x 
plx) = х 一 > 万 十 o (£ be. *) 


HE, ERE x 一 co 时 关于 3 < T < x 一 致 地 成 立 , RH i) = 2; logp, Ш 
p" 


p = В + iy ERIO 的 复 零点 ， 由 此 可 以 得 到 
екв) фа) = в У Giaro ro (Z юг z). 


Iri«T 


MA x — oo мый озер «TA =, OLIE в, 因为 


Go DeL P" uu, | < [^^ маи < ына 
p š ” | 
故 得 
FOEDEPOM 3) +оо (= 
PEE 1+ о( > a? ')+o (Z bz s). 80 


=, 
因为 《(s) 只 有 有 限 多 个 适合 二 «B«1, |y] & x KFA p = B + iy, 9E R. 
它 没有 需 点 适合 В > 1, 故 由 假定 (a)， 一 定 能 够 找到 To > 0， 使 在 工 T 50> 
> 1 —z(T)rB,# Мо, T) = 0, 此 处 7CT) = 4loglog T/log T. 
xiN(L, T) > T log T, В О) Фо, ПИ 22. 由 
№0, T) = OCT log 了 ), 我 们 得 到 


1 
> x71 == 2xÀN(0, T) + 2| №(о, T) log хаб < 
17T<7 o 


1—00) / TENI в 
< x1Tlog T + | (2) log? T log x de , 
0 х 


"ЕЖЕ x — co HRTF T ST < x 一 致 地 成 立 , 


ХТ =", a 为 一 适合 0 一 gc < Б (<+) 的 常数 , 则 得 
M xP = O(x*log х) + O( 4 (470267) log? x) = O( (log x)™), 
Iri«T i 


ЖЖ 6 = (а — P) 4 — B. XIN a EEG а> ь + AB b), MA 8 > о, 


A= 1012921 — а (2-1), MS z— oo 时 ,可 有 


dx + В) — d) сел, 


又 因 
(zx 十 — d) = logp + O log p| 8 0] = 
+ + ) 29, d (> sel log p |) 
= У) (log x + 0(1)) + o( > log 2x) = 
х<рР<х+В P n 


(л(х + А) — x(x))(log x + OC1)) + O(xtlog x), 
故 前 式 包含 了 (82) 式 ,因此 也 包含 了 (83) 式 。 

Hoheisel?? 利用 了 Litlewood5 的 一 个 定理 与 Calson 的 某 一 定理 的 改进 . 前 者 
隐 合 着 有 一 数值 4 使 (a) 申 确 , 而 后 者 保证 (b) 对 5 一 4, B 二 6 成立， 由 此 他 诈 明 了 


Ө = 32222. Heilbronn 通过 堆 加 4 的 数值 而 将 此 竺 果 改 进 到 225. 借助 于 Вивог- 


panos 关于 指数 和 的 估计 ，Uymaroa5 REBT (а), 其 中 的 4 = ACA + ВН, 
由 此 得 到 Ө 一 i +в 因此 现在 的 任务 在 于 改进 (b)， 究 实 上 , Ingham” REBT 


| 


N(s,T) < Та log ТЕ c 为 使 (E 4 2 = О(|г|°) 成 立 的 一 个 正 数 ,也 
ВБ) Б = 2(1 + 2c) 与 一 5 车 确 ， 因 此 我 们 得 到 6 = LE ce, ем 


E Ane Е. BEL E FE < = = +e, ни Ө = E n 


HUE, 为 了 眼下 的 应 用 , 关于 NC, T) 的 不 等 式 只 在 z 一 1 的 附近 才 合 人 感到 
ЭШ. Turin? 对 Calson 的 公式 作出 了 重要 的 页 献 :对 于 某 一 正 的 数值 常数 5， 
мо, T) < TOt 
# 1 < z < 1 E T > 3 中 成 立 . 


此 外 ,如 果 我 们 利用 Lindelaf 猜测 ,也 部 对 于 任何 e > 0, 如 果 都 有 e В + “)= 
= 0(|#|°), НЕН Ө = > + г, XE Riemann Z8 DILE 694 E T ИНО" ВЕ ВЕЕ ВЯ 


1 
Ран 一 加 一 OCpa log Ра). 


e 53 « 


Ede | 
APEE) = Ке + 20) — 2f + 5) + Кю), 
Hr $ 18 的 定理 2, 并 用 平凡 的 估计 


2) oti š 
Arx | < min Са =) (1< à «€ O, 
pele + 1) Y 


可 得 
AP) = № + OCx log? x), 


В = Сх? log z, C 为 充分 大 的 绍 对 常数 ,就 得 到 上 面 的 论断 . 
借助 于 一 个 以 概率 理论 为 基础 的 具有 启发 性 的 方法 沪 ，H. Cramér ВА: ХРЕН 
次 素数 之 差距 ,可 以 猜想 它们 适合 不 等 式 
Pari 一 ps < (log pa)’. 


22. 素数 在 等 差 级 数 中 的 分 布 


以 上 各 节 的 大 多 数 和 结果 ， 都 能 推广 到 等 差 航 数 中 的 素数 分 布 间 题 。 融 q 21, 
1 为 一 适合 0 二 1 二 g 5 (4, 0) = 1 的 整数 ， 用 л(х; 9, DEAE 8 = 1 
(mod 4) 的 素数 个 数 , 也 即 


z(x;q,D— D 1. 


p= 1 (той 4) 
pex 
又 命 
9(;4,D0 — >, logp 


p= (mod 4) 
pex 


dx; 4,1) = > А(п), 


nz 1 (mod 4) 
对 于 o > 1, ТЕХ 7 
L(s, X) — > ze) ， 
它 有 很 多 性 盾 与 Cs) 的 相似 ， 
Чудаков!9 证 明了 
фе; а, D = — + EQ) DD — 1 уу ғо У 5+ o (ze s), 


qa) q(q)m PUT iier T 
这 里 的 EU) 或 等 于 L, 或 等 于 0， 完全 根据 有 没有 使 Ko 3) f£ o 1 Оњ 
BAXRAM Х,а) (mod 4) ПЖ. Хе = В + iy RR LG, X) д, 
ВЕРЬ Е: О 中 的 常数 则 与 4 无 关 . 
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如 果 有 模 4 特征 的 全 体 Dirichlet 工 -函数 在 区 域 
4 

log (|| + 2)3 

Н 2 к, АИ 5 19 中 的 方法 ,我 们 得 到 


1 
Ф(4) 


记号 O 中 所 售 的 常数 与 9 Ж є 有 关 ， 我 们 也 能 证 明 


e> 1 — 


plx; z, 1) = x+ O (хе os 07%, 


3 
li x + O(xe “(log 2* ) 


1 
л(х; qg, D = ep 
及 

Рин: 一 Da 一 оС"), 
此 处 р, KEER = I (mod q) 中 的 第 n 个 素数 . 
我 们 也 能 得 到 一 个 关于 q 为 一 致 的 精 果 ., 实际 上 , Page 证 明了: (а) L(s9X) 在 
— m 
log gat 


РА; (b) 对 于 任何 复 特征 X, LCs, X) f£o > 1 — "T k| 和 5 PRES 
点 ; (с) LG, X) E 


£23, G> 1 — 


s>1— —% о<;<5 
logq 


中 没有 零点 ;(d) № € > 2, ЧЕН CSE) 为 模 的 实 原 特 征 所 构成 的 全 体 L-Z 
中 ,至 多 有 一 画 数 , 它 有 一 实 需 点 适合 5 二 1 一 p 利用 这 些 和 结果, 我们 导 得 


1 . E i x? 
; 1) = ——Hh < (ой z) 
n(x; q, D e) x + O(xe ) + o( т -); 
此 处 о, 为 模 4 的 工 - 画 数 所 具有 的 最 大 实 零点 ;而 € 为 一 正常 数 ， YatuzawaP? 对 此 


有 没有 可 能 把 第 二 个 误差 项 除去 ? ” 宅 的 困难 点 在 于 有 实 特 征 的 Г-ЖИ SESE 
点 的 分 布 情形 。 以 后 在 C. L. Siegel? 关于 二 次 型 类 数 的 Gauss 问题 的 极为 重要 的 
工作 中 ， 这 个 困难 被 克服 了 。 他 证 明了 : 对 于 任何 给 定 的 в > 0， 存 在 数 4， 使 在 
e> 1 — qg" Ei q > 4 中 ,有 
L(g, X) = 0, 
通过 将 Page 5j Siegel 的 和 结果 的 结合 ,，Walfiszko 建立 了 下 面 的 重要 定理 : ЭР q > 
23,5 q < (log x)^ Mi & > 1, АР 


1 
plq) 


i 
zx; а, D = li x + О(хе 98 2^), (85) 


记号 O 中 所 含 的 常数 与 4 无 关 . 

虽然 这 个 公式 远 优 于 Page ВОН (EE ERIR р, 还 有 一 点 不 足 之 处 。 因为 
Siegel 的 定理 只 是 一 个 存在 性 定 至 ， 我 们 无 法 通过 有 限 的 步 观 来 找 出 (85) 中 的 显 常 
Ж. 例如 ,如 果 用 (85) 去 证 明 Виноградов 的 “三 素数 定理 ”, 我 们 就 无 法 定 出 奇 素数 
完 葛 需要 大 到 怎样 程度 才能 吉成 三 个 素数 的 和 . 但 是 我 们 能 够 各 开 Siegel 定理 , 而 
用 Page 原来 的 工作 ,来 证 明 具 有 确定 数值 常数 的 “三 素数 定理 ”. 

关于 等 盖 航 数 中 的 素数 分 布 ， 另 一 个 有 趣 间 题 是 为 等 差 航 数 = 1 (mod q) 中 的 
最 小 素数 p(q, D 找 一 上 界 ， Линник" 开辟 了 重要 的 一 步 ， 他 证 明了 : 这 种 素数 一 
ЖЖ O(q'), с 为 一 种 对 常数 ， 以 后 , Родосский 2 简化 了 他 的 证 明 ，S. Chowlala 猜 
测 : 对 于 任何 в > 0 及 对 全 体 大 4g, = 1(mod gq) 的 最 小 素数 一 定 不 大 于 g; Turán” 
REBR: 如 果 广 义 黎 曼 猜 想 成 立 , 那 未 Chowla 的 猜想 对 几 平 全 体 模 4 ЗЕ ЕДЕ. 
P. BAM, Erdös REBH Т; (а) 存在 常数 с; = ola) 与 无 穷 多 个 整数 z E 

pCa, D) > (1 + c)DQ(a)log q 
对 不 少 于 epa) 个 ! 值 成 立 ; (b) 存在 常数 c = c (cs), fili 
pCa, D) < csplq)logg 

对 epla) 个 ! 值 成 立 . | 


23. 其 他 素数 问题 


Be mx; а, 站 为 不 大 于 x 大 且 是 » 个 素数 的 乘积 ,同时 又 是 = mod д) 的 整数 
的 个 数 . Richert’ 证 明了 : 


1 x h 
main = E D AG, m, q) | Cerere? a, a 
qa) o<melv Togr 0«5«»-1 ? (logs) 


—lvisgx т log" ?a(loglog x)" 
+ z bq 
О(хе )*0 (: Ф(а)1ор x ) 
这 里 的 5 为 一 与 6 有 关 的 数 ，c (2220) 为 一 常数 ， ACh, m, а) 通过 一 个 只 与 m, 
q Ж. > 有 关 的 级 数 而 定义 . 


И. И. Пятецкий-Шапиро!6 永明 了 :对 于 1 芝 e < 这 ,在 序列 [x] 中 不 大 于 > 
1 


的 素数 个 数 与 < ШЫКАН, 
log x 


Landau"? 将 素数 分 布 理论 方面 的 古典 精 果 推广 到 任何 代数 数 域 . 
. 56 ° 


Se RO — n ООСС, n. (z) DAE < x 的 素 理想 数 的 个 数 , 则 有 


一 和 TO 
ль(х) = H x + ОСхе "" ), 
“М Tog x 
9(x) = > log Np = x + O(xe * ” >, 
МР<х 


此 处 a 为 一 移 对 常数 ,又 有 


x(x) — li z = 0, Y. id log log log x, 
log x 
对 于 类 中 的 理想 数 也 有 类 似 的 缚 果 . 
24. 素 因 子 有 某 种 特殊 性 质 的 整数 的 分 布 
fir (x, y) 表示 < x 且 无 素 因 子 < y 的 自然 数 的 个 数 。 byxirra619 证 明了 
Фб, у) = (и) + 0—27), (вв) 


ix y (log* y)? 


аш О 中 所 含 的 常数 与 x OX SE BL 


wlu) 一 d. (1 x z< 2), 
“ | (87) 
(uw(u)) = ш(и—1) (и>2). 
Wr ф(х, y) 表示 < x BERAT > у 的 自然 数 的 个 数 , 则 有 
фу“, y) = dd +O (88) 
9s 22) 
РЕЛЕ 
plu) = 1 (0 <, <1), y т) (89) 
up (u) = —plu — 1) (и> 1), 
图 数 
К) = í ¿“doa + 1) 
Е Ко: 
f(s) + G3(e7* — 1) — ПК = (1 — e"). 
PAI ЖЕН 
lim f(s) = 0, 
故 得 
áp s—- 0, А 


e 57] в 


—1+e™ = lim f(s) = lim ÜÉ e dwlu+1) = EY = (00) — (1), 


вр 
lim w(u) = e7*. (90) 
因为 . 
ш(и) 一 e” = =! (а 
А. и 
| w (и) == 1 | шаг, 
u Jul 
故 由 下 面 的 初等 引 理 ,我 们 得 到 
—(log ti--log log # log loge 40 (ч) 
za (u) < е 
及 
конт) 
eu) — e| «e (91) 
81. № Е(и) DE u > 0 BJGESLBI— ЛЕН, 又 对 充分 大 的 x, Е(и) 适合 
不 等 式 
Fla) < 1 Í F(u — 1 + 9)49, 
u Jo 
АЛ 
—u (log u+log log и-1+108 logu +0 ( ta) 
Flu) < e | 
ЕН, АТАНЕ 9$ ШЕ BH 


— (lox u+log log «1198 logu) +0 (чега) 172), 173), 174), v» 
poo = e 
De Bruijn 引进 了 画 数 A: 
一 人 slrlogy— 1ошг\ gitl 
АСу*, у) = >" | р (= y — lo :) 4141, 
0 log y t 


并 以 此 代替 (88) 中 的 y*p(w), 从 而 证 得 了 
dC", y) = Ay", у) + OGRO) ®, 


xt RO) Bal fk ЕЗ: 1800 — HL 


本 节 的 和 精 果 可 以 推广 到 一 个 给 定 的 等 差 级 数 中 . 
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(92) 


(93) 


第 四 章 Warins 问题 
25. 解析 方法 的 引进 


发 《与 V 都 是 自然 数 , 命 P = [NŠ] 


M 
$ 


kl 
ET 
1 i-i 
„(№ = f (T (a) ye iNe да -Í Meo (94) 
就 是 不 定 方 程 
м РМ, x,>1 (95) 


的 解数 ,此 处 r 一 24 РА, 

用 ЭЛ„, , ETEM 
La 
4 


RAE < B< E, 仿 往 估计 Dp, a IB T (a), Ш str ka = А +, 


|«— Isi (5, q) = 1, q < PP, 


ё | 


а . 
T(a) = > ehritrha > e?r layk 
rmi 


Ox qytreP 
fir fy) = 9(qy + ^, 因为 


А 1 
(у) |= |k qy + Veo < &P 4 _ 1 
РС) | = [&9Cay + rt] 7715 2? 
йв S 8 引 理 1 可 得 
a 
T(a) == > emu | erat *9 3, + Olg) = 
r=! О ЗЧ: г«Р 


4 P 
— "22 ez"ihrh/g Í erixko y + Olą). 
r=1 
借助 于 下 面 两 个 估计 : 
4 shek 1-1 P кк -ў 
У) ба = о(а"®), |. 2?" dx = O (min (Р, |9| *)), 
r=1 


эъ 59. 


—— — a D". mY rn Ia uu s v“ - 


我 们 得 出 
|... CT(Ca)Y eri јад = 1 (> а Y Ce-2ihN/g x 
т 


r= 


x {> (f га, Y e iN939 + o( pi 
q 


最 后 ,对 于 s > 2Ё 十 1,8052] 


L 
s TI + — 1 
> í. СТ (а) Ye "ад = sot IX + x) + oC p 5, 
r 5 


744 LT — 
k 
此 处 
© а 1 4 
S(N) = > > (1 > и), 一 2x "INA 
а=1 #=1 CÓ x-1 
(Qu 9 =1 
对 于 * > AR АННЕ SERIEBH 
GN) №1. 


于 是 间 题 化 为 去 合计 积分 (94) 在 五 上 的 部 分 ,E 是 不 属于 任何 My, 的 点 的 集合 ， 如 
果 它 的 阶 等 于 (P, BIDSCK N ED. rN) > о, | 
积分 的 剩余 部 分 的 处 理 信 赖 于 下 面 两 个 估计 :由 第 二 章 , } 7 得 出 的 


max |TCa)| < pits (96) 
及 | | 
i | T (a) [24а < Р, (97) 
于 是 对 于 s 25, 可 有 中 
| 1+ 
r(N) == f (TCa) Ye" "da ~ S(N)N*^ ri 7 (e) (98) 
r (z) 


Виноградов?” 用 另外 两 个 估计 代替 (96) 及 (97), 写 们 是 
їз — 1 — M— E 
max | T (a) | < P 2k2(2 log k+log log k+3) , (99) 
UAX: > ie + 1) + Ik, 0<1< a) 成立 的 


人 |T (a) аа « P?7** (log P, (100) 
ЖЬ 


8 iQ - +) К+ 1) 
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CEH 59 定理 工 导 出 )， 于 是 对 于 
s > 2( 2 log А + loglog А + 2.5)79 
£ k 10, (98) XT, 
Hardy-Littlewood Е 


N 
У) а) = o(Nt*:) 


в=1 


成 立 ,或 者 与 它 等 价 的 有 
Í | T (a) |%4а < pk. 


BZAR, НОВ, ЕШШ RA s: 之 2& 十 1R, [ERE 
k = 2 ЖЬ, ХА ЛЕНЕ, 圣 今 还 未 能 够 确定 ， 由 此 猜测 -我 个 立刻 
ЗВ: ТЕ k = 2" Ш m > 1 时 外 ,都 有 | 

G(R) < 2k +1, 
ПЕСЕН, ССД) = 4k. GC) 的 意义 将 在 $ 26 中 输出 ， 

假如 

rin) = О(т), 
ДИ Hardy-Littlewood 的 猜 调 就 能 成 立 。 但 另 一 方面 , Erd6sz9)，Chowla 55 Pillai? 诈 明 
了 . 

ri(n) = Q (еее "Лок logn) 

XT А = 3 的 情形 ,Mahler*? ШЕНЯ 


x уз + 23 = л? 


的 解数 > м, 
26. G(k) 的 上 界 
fir G() 为 使 
ИМ, x0 (101) 
对 全 体 充 分 大 的 都 有 整数 解 x, БР S, -上 节 的 结果 不 仅 告诉 我 们 
2*5 +1 (k < 10), 


cu) = recte -Floglegk + 25) (>10); 


ЕНА ТОНОВ К, MICRO РЕНИШ А ЗА , АРИЯ BOR 
到 G(ORI— T 3E AER EE. 下 述 方 法 属于 Виноградов, "E PA T GE В | SBAEZS HRA. 


B] 1 (Hardy-Littlewood), fir 
1 1 pick | 1 pick 
в. = [12], P= |+ P, tJ, ..., Pa = [Ру], 
. 6] ° 


又 命 人 (i — 1, 2, ---, m) ЗЫ BB 
P, < ё, < IP, 
中 的 整数 , 旭 对 固定 的 m 与 对 充分 大 的 P, 数 
# = 6b ++ 6l 
- H k 1 k , 
各 各 不 同 , 并 且 都 在 (i P) 与 (+ P) 28. RE Pa < En <2P,, BIR EN 
e > 0 RIER v, HE 
v= t ee + E + EZ 
的 解数 等 于 OC). 这 种 о СЗ, РС 079" 
引 理 的 第 一 部 分 由 下 之 事实 , 序 由 
(£i + Dt — € > > АР 2 (2Р5 + (ФР, +++ + e, 
EH. ЭНН ВЕ Я AER BD E = w ИЖЕ OG). 
命 
T — (a) = > SU р 


ŝi 
Ola) = Ta) ttt Тыба)Т ыба) 


及 
. R(a) = T«(a)Q(a). 
引 理 告诉 我 们 ， 
{, | RCa) |'4a < R(0) P", 
命 
_ 2P(2logk + 1081088 + 3) (>12), А 
= be ( « 12) (102) 
及 - . 
1 (& — 2) 
m = k 277 ss 4 1 (103) 
— log (1 一 +) 
HEE ETA 
| | r?*3(a) R'(a)|da < тах| r (ayl Са) Раа < 
Е «ЕЕ 0 
< pc Det" RCo) = о(РАЧОКО)), 
这 是 因为 


а-э" 
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的 原故 。 又 不 难 永明 
У) | Тї (аў a)e Nda > PGO), 


于 是 因为 m~ Жн 所 以 我 们 建立 了 
GR) < 2h + 2m + 5 ~ 4Ëlog h. 
е ХАК Виноградов?” 进一步 政 进 为 :对 于 之 3, 有 
G(R) < ЗАО ов + 9), 
证明 依赖 于 下 面 的 
812. Z 
Ula) = > > е?тіаріио, 
P Wo 
此 处 мо ЖЕЗ [EE 1 中 给 出 的 整数 集合 ,但 以 上 P3] 代替 P 与 以 mo 代替 т, Җ p ROSE 
БВ ГРЫ «р < [Pš] 中 的 全 体 素数 ， 于 是 当 we 三 时 ,有 


1 +Ë (=F Ope 
* 


Ula) «U(0)P ° * 
我 们 选取 mo 与 m 为 使 
1 то-1 1 _ 1 m 1 
@- <ç 9 60-47 < 
OE BS КЖС, УКВ 
m = logók __ ү, 与 m= — jg2£ 414 , 
wa — H | Emi -i) 
k k 
AUR 


|T(a)| = <P, 


P 
> | PELLI 
х=} 


故 得 
|, T(ayY*"R'(g)U(a)Ma « РИМ max |U (Ca) f | R Ca) |da < 


< P'tp(9) p^r (нр 0) < 
< P'*p(0) RXo)P "s. 
于 是 我 们 能 够 证 明 :; 当 P — co 时 ,有 
{, T(a y^" R((a)UCa)e7 da ~ cT(0)*  RO)UCO) 
Bec 0， 由 此 得 出 :对 于 & 之 3, 有 
GR) < 2h + 1 + m, + 2m < 3k(log k + 3), 
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— sf € 


Davenport? 改进 了 引 1, ATARE: G(4) = 16 (— 2846 Y ИК: G* (4) < 
<14), G(5) <23, G(6) «36, G(7) < 52, G(8) «73, 

Линник?) 证 明了 : G(3) < 7. 7E — T RE BEBJH , 88 FB, Watson”), 

Н] АЕ PATRI BIZ ЕЭК НЕНА GC) 的 下 界 > k + 1: 

a) BERK 


ЖААШ aC ND 的 个 数 少 于 满足 条 件 
0 < x < x; < --* < xz, < [М] 


px, co xu 的 得 数 ， 显然 ,对 于 充分 大 的 N, 后 者 一 E N, 


b) 关于 同 余 式 的 考虑 ， 
直到 1909 年 为 止 ,这 个 由 Waring 提 出 的 问题 只 在 不 多 的 数值 结果 中 显示 出 微 
小 的 苗头 . 1909 Æ, Hilbert?) EBT : 4 — k, ССА) 都 存在 . 他 先 用 一 个 25 重 的 
重 积 分 证 明了 下 面 的 事实 :对 于 每 一 A&, 都 存在 一 个 有 五 个 变 元 xi, ° ` ` , zs 的 形状 如 
(ай ++ д) = > ralanti + coo + ases)” 
À 


的 恒等式 ,其 中 au, 都 是 整数 ,而 r, ДИЕТА, ЗС ЕЯЕВЯЭСТ А = 2"m = 1, 
2, +++) 的 Waring 定理 过 程 中 的 一 个 步 又 ， 任 总 指数 的 情形 能 够 由 此 通过 一 个 元 长 
с АШ S EH, 

虽然 Hilbert 8E BI girl R ЗЕ ЕНОТ ЧИХЕ НИНУ G(%) 仍 然 过 大 

Hardy 5 Littlewood 在 1920—1928 年 出 版 的 总 标题 为 “partitio numerorum ”的 一 
系列 工作 中 ,展开 了 一 个 重要 的 研究 Waring 问题 的 解析 方法 . 但 关于 ССК) 上 界 的 
最 重要 的 收 进 , 还 是 Виноградов 得 到 的 。 他 引进 了 数 窒 中 的 一 个 强 有 力 的 方法 , 朗 
三 角 和 方法 ， 


27. Waring 问题 的 各 种 推广 


设 1(x) 为 一 《 欢 整 值 多 项 式 ， 前 述 的 大 多 数 精 果 , 除开 G(3) <7 与 GOD < 
—k(31og k 十 9) 外 ,都 能 推广 到 多 项 式 的 情形 . 4877 БЕНӘ 克服 了 其 中 的 主要 困难 . 
例如 ,我 们 能 够 证 明 : 对 于 万 过 10 而 s 之 2^+1, AART >10 Ш s 22 2&8 21og А+ 
十 log log & + 2.5), 关于 

N = Ка) + +++ + f) (104) 
ВОВЕ 9 — ЗЕЛ, Х 
М = Һа) oe + fx) 


* 64 > 


的 问题 了 159 也 如 此 . 
发 


f(x) 一 al) + alg Z ) tuta (т) 
及 


(ak, аку, "775 а) = 1, 


此 处 (中 一 e D GED, аву CO 为 使 方程 (104) 对 公休 充分 


r! 
大 的 六 都 可 解 的 最 小 整数 *。 华罗庚 2 证 明了 
СЕК А-П 


Em 
С (3 次 多 项 式 ) < 8, 
Нечаев! AFER 
G (G) < 4k log k + 8log log k. 
又 华罗庚 9 指出 


max СОР) > 2^ — 1, 
fix) 


这 里 的 f(x) ОЗА RC 5) 次 整 值 多 项 式 , 
йт G*(f}(x)) 表示 使 
Ка) rob fx) = М 
在 . 
Юа) + .+ f(x) = N (mod g) 
对 任何 4 都 可 解 时 为 可 解 的 最 小 整数 ғ, ДП 
G'(f(x)) < 2m + 2k + 5 ~ 4klogk, 
т 的 定义 见 第 四 章 5 26 中 的 (102) 与 (103). 又 依靠 Davenport 引 理 的 帮助 , 还 能 得 
到 一 些 特 殊 和 缚 果 ,例如 ， 
G* 《四 次 多 项 式 ) < 14, 
G* (五 次 多 项 式 ) < 23, | 
Roth"? 证 明 : 每 一 充分 大 的 整数 都 能 表 成 xp 十 x + -- + хи НУ, z; (i = 
—1,2,:::,50) 都 是 正 整 数 ， 他 还 证 明 ; JUSPA-PRTE Я п HERB K. 
xi + x + zÍ| + xi 
的 形状 . 
Wright? EER ЕЛИ НОЕ, RBREBH Т: БЕЛ, …， Д, REER, HE 
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ое ИН ЧН НИНА we и n WIRE a HH PTT V. ВЕНЕ Е тли т erase 


-— 


Ул = 1,22 3, 
> (k — 2)26— + 5, 
则 每 一 充分 大 的 整数 ”都 能 表 成 * КЛЕНА А ZX ЯВНО, A 
| n = mt + ++, 
并 且 这 些 т 适合 
[Аж — mi | = O(n), і= 1, 2, ``", $, 
此 处 0 二 B < aV a 8 Rs иж, Pl k = 3 35 + = о, a. 如 
果 用 Виноградов 的 方法 ,这 个 精 果 肯定 还 能 改进 ， 
XT. 2 Æ 0 (mod 8) 的 情形 ，Auluck 与 ChowlaP? ВЕНЕ: п В 3e px, 
п == mi teeth 


的 形状 ,此 处 
Z wi = o (ni), 
4 


命 c > 1, АНУ, Сегал»? 便 多 研究 用 形 如 
хї + %-+ - + xŠ 
83e ЗЕ ЖЕ {БЕК ЛОГИ „СЕН РО x, ЖЕЛЕ EE, Ceraa9? 证 明了 : (с), 
24 572 (с) 时 ,不 等 式 


1 s 


X -N| < 


i=] 


为 可 解 , 这 里 的 4v ТЕМ Жїн) 95 29 ГЕ, 
另外 还 有 一 些 有 间 题 ,它们 在 荣 些 方面 与 Waring ПОЛЯ, 例如 ， 定 出 * 的 下 界 
(А) ,使 不 等 式 


Sat 
i-1 
对 任何 e > 0 5 s ak) 都 有 正 整 数 解 x 显然 ， 这 些 不 能 有 相同 的 符号 ， 
Chowlas9 ЕВ :如果 比 数 2,/A, (s > 都 是 无 理 数 , 则 ma(2) 二 9。 

利用 Hardy-Littlewood 方法 的 一 个 变形 , Davenport 与 Heilbronn™® ET: 如 果 
至 少 有 一 比 数 1,/1, (s зе z) 为 无 理 数 ,上 则 有 so(2) <5. 在 此 同一 条 件 下 ,Davenport 
与 Roc? ®} T — 3 的 情形 ,他 们 让 明了 (3) < в, 另外 他 们 用 Виноградов 处 
理 Waring 间 题 的 方法 证 明了 :存在 艳 对 常数 。, 使 对 名 宇 12, 有 

s) < cklogk. 


<e (105) 


Эс ТОН ВОЯ: SER Oppenheim??, 这 个 间 题 是 , 确定 :的 下 界 5, BOR 
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И — w 


Wai — 


等 式 
0 < К, ZI < є 
ХНЕНЯ e > 0 都 有 整数 解 x;, 此 外 f 为 一 具 实 系数 的 不 定 二 次 型 , 


28. g(k) 的 上 М 


用 CA) 表示 使 
N = x+ +++ x, x; 2 0 
对 公休 整数 N 之 0 都 可 解 的 最 小 整数 ;。 命 4 一 II ， 数 
f в = 2kq — 1 < 3% 
RERE 1^ 5 2*5€1H, Я 
n = (а—1)2% + Q5— 1) : 15, 
故 在 n 的 表示 中 正巧 需要 
4 一 1 十 六 一 1 一 2 十 4 一 2 
КАЖ. М 
| ge) > 254 q — 2, 

对 于 g(k), Виноградов 的 方法 也 能 导致 非常 出 色 的 精 果 . ^ Dickson? 与 Pillai? 
相互 独立 地 得 到 了 有 关 g(%) 间 题 的 几乎 最 后 的 解决 。 这 个 解 的 第 一 部 分 也 是 最 深 
Е}, ЯҒ Виноградов 方法 的 应 用 .第 二 部 分 则 依赖 于 一 个 称 为 “上 升 法 ”的 
515, ИЕР. УРА 6 НЕ 

3M зү 1\5 3M 
(Y - [G)] &x- QTIOD] +з} ов) 
RLRE А, А9 
k 
«o -2 + [(3) | — 2. (107) 
这 一 条 件 在 4 < k < 400 时 成 立 , БАЕВ k > 3 都 成 立 、 以 后 , Pillai? ШЕ 
ВЯ. XTT k = 6, (107246& AL, IFEN g(6) = 73, TERERI АЕАКА=Ь, ДА 
《106) 是 否 成 立 告 未 获得 确定 的 任何 & > 3, ПЕ. g(3) = 9 很 早 以 
前 已 破 Wieferich 所 证 得 ， 对 球 一 4 及 二 5, 已 知 的 最 佳 的 不 等 式 是 
19 < g(4) 35, 37 < g(5) < 54; 
其 中 的 上 界 都 是 Dickson?? 给 出 的 . 
Нечаев!) 证 明了 «((;)) < 65108 k + 8 og log Ё, 
Suc и, 为 一 形 如 x” Gg. НИЕ m > п. Pillai? ЗЕЯ: РАЖ n 之 32, 使 方 
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ЖЕМ = = + -- * + z, РИМА N ABJ P 5 的 最 小 值 都 等 于 
sm I] t 


29. 3t Ж fe RB 


用 МСА) 表示 使 方程 组 


Mesh hh e nh (108) 

Къа ур+ ун 
在 下 述 的 总 义 下 为 可 解 的 最 小 整数 z; zy, с, xs yi ccc. у 8 ЛЕЛЕ REC, 1 
у ct» у, 不 能 是 sco, х, 的 重新 排 烈 。 又 用 MC 表示 使 方程 粗 (108) 为 可 解 
且 使 

до з у pee + у] 
成 立 的 最 小 的 z, 显 然 有 
k + 1 < NOO SMA). 


用 初等 方法 可 以 证 明 МС) < — АСА + 1) + 1, Wrigh?? REBT 


> (4-3), 2А, 


y G5. 假如 214. 


zi 


+ | РЕНА $ ХЕ BJ s, 必 存 在 


又 华罗庚 六 永明 了 


г. .. 


1 
log (k +2) 


log ( + +) 


"ESTIS d fp 2 ВЕРЕ ВЯ Е RE — Reo ЖИПКЕ HERR. 


‚ MODO < (& + °| 


1 
log > + 2) 


log € + i) 


Ni, s Nu Мы 775, M, (CH NS М, э© Mp) ЕТ 5 粗 不 定 方程 


定理 ， 设 7 > (4 十 | 
> =N (<, <, ' 
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ABA RT RR, 
129 BE? 9? 还 起 明了 下 面 的 
ЖЕ. S k > 2, 又 和 加 为 由 下 表 定 义 的 一 个 与 入 有 关 的 整数 : 


120 | 207 | 336 | 540 | 885 | [ka(3 log А + log log k + 4)] 


用 r,CP) 表示 在 
l < x;, у < P 
的 限制 下 不 定 方程 组 (108) 的 解数 , 则 对 2 > и 
lim Plato- (P) = 9,5, 


Poo 
此 处 
"+o +оо 1 2t 
9, = | ... | | Í er Врх В) dx | ABr- dB. 
=оо == 0 
而 
ы z 41 TIKTIR ЛК kae. дя 
Ш - 
вех ен Ө. 
421 ЧА Ad 


(#1,4у)=1 unl To= =1 
定理 的 证 明 主 要 基于 Виноградов 的 方法 与 华罗庚 ”引进 的 信 计 完整 指数 和 的 
一 个 新 方法 , 
设 0 过 i 过 7 二 …' 过 为 8 个 整数 ,又 0 < М, М 5 之 Ni 为 给 定 的 一 
些 整 数 ， 命 Ni = Pt СР 是 实数 )，MapnxxaHaimenna”3 ТЕ N, 充分 大 时 ， 
不 定 方 程 组 


(109) 


ооо ооо орех ө а э е 


AREARE, WEB Y `F mi B 

定理 № N, = hP', Ni = A; Pi, 50, X k2 12, r= [2k log 10kg + 
十 Klog log 2045] + 1, {> 3kg 为 给 定 的 常数 ， 如 果 存 在 常数 s > 0, 使 对 * = ря 
程 租 


oe 
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€ ————AAA^A^A^—^A^A^——^—^—^——^—^——»———M 


ё, 2 e> 0 (n = 1, 2,:::, f) 
及 
14|] > в 
ВУЗЕ Ei, `, в, DEAE 


ооо ә өө е» е э 


则 对 具有 * = f + 2gr МУЖ (109), 它 的 正 整数 解 a, y x, 的 解数 ICN;，………， 
Nki, ttt, k;s) 适合 下 面 的 不 等 式 : 
r> eG, `... | ДУХ» g, вум Ht S(N;, t. №; s) + 
十 of Nt A Reno ‚ 
此 处 c 与 w 为 某 两 个 正常 数 ,而 © 就 是 所 谓 奇 异 和 级 数 . 
关于 Ө 为 正 的 性 质 , 已 在 Марджанишвили 的 工作 中 探讨 过 ， 
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第 五 章 Гольдбах |ñ] RH 


30. Виноградов 定理 


JB (№) Зато — ір зер УСО ПАЧЕК, ДИН 


№) = Í (SCa) Ye?" da, 
此 处 
Sla) = 5 eiriap , 
PEN 
РЖ < N 的 全 体 素数 ， 
将 积分 区 并 移 至 (-1, 1— 1) т r= NL, Ш L = log №, k Ж— > 16 
的 正 整数 ， 用 DM, а STR EXHI 
а= 2 + B, IBI < =, 1 < q < L°, (2,4) = 1. 


ХЕЛЕН ЖОШУА. ИНН E Зе. 


在 9, , 上 可 有 
че с p EL 
а 2xi 8. А 
= У) е") en; q,r)—n(n—1; q, 7)) + Ola) = 
"= ] "n«N 


(r, q)= 1 


4 „аг . 
> es >) ala; а, r(e — grim) + 


г= | n<N- 1 


l 


+ х0; а, пени") + О(а). 
Hi Siegel-Walfisz 定理 (第 三 章 , $ 22, (855) ,我 个 得 到 


а ; 
> е?аф 一 1 У! JUÁ ( > li a ( е?" — eiríito) Ним. gem) 4- 


PEN pla) теі в<м-1 
(7, = 1 
+ O(NL-^")-— 
(2) ( 2xif. | dt ) - 
= eni + O(NL*) = 
Ф(а) ‚Эз, 73 log:/ . 
М ait 
= 4a) Í £— dt + O(NL7*), 
Ф(а) >. log: 
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最 后 一 步 是 因为 


n 
е?" Вп — PL = 222] e 
t 


在 E 上 ,由 第 二 章 $15 可 有 
|s(a)| < МГ, 


所 以 得 到 | 
r(N) = 2) | (SCa) eda + OCN?L 7) = 
= x SN) + OCN?Llog L), (110) 
式 中 
1 1 
S(N) = 1+— 1—4 
м H( o7 I сту) 
因为 
| — 1 _ (1 1}. 6 

воо > П (1 Gu II (1 5) = 

故 得 定理 . 


ИЖ 1. Е Т Hardy 与 Littlewood 的 开创 性 工作 外 ,我 们 还 要 提 到 Estermann?°52 
的 两 个 知 果 ,这 两 个 结果 是 在 Виноградов 的 重大 贡献 之 前 得 到 的 ， 他 证明 了 : a)? 
每 一 个 大 的 奇 整数 都 能 玫 成 形 如 ра + p; + pb 的 和 数 , 这 里 的 pi, ра, рз, pe MER 
数 ; bO 每 一 个 大 的 整数 都 是 两 个 素数 与 一 平方 数 的 和 和 . 

附注 2. 在 Виноградов 的 工作 之 后 , Линник! 29 与 Чудаков2”” 葵 出 了 另外 两 
个 让 明 ， 这 两 证 明 都 以 工 - 画 数 在 蜂 界 带 状 区 域 中 的 才 点 分 布 为 要 础 ， 更 确切 地 说 ， 
所 用 到 的 性 盾 是 Dirichlet 1,.- Ж Ls, X) 在 矩形 B < o < 1, | <T RURAN 
数 等 于 
"oc qi r9-p69 7 log? T + q”), 
JG AE X 3€— mod gq 的 原 特征 , 又 记号 O 中 所 合 的 常数 与 4 无 关 . 


. 31. Виноградов 定理 的 推广 
1) 不 少数 学 工作 者 研究 了 有 “比例 条 件 69 Гольдбах ПЯ „р 


N— P+ mp. рМ 


在 М 一 0% 时 成 立 。 AUR IEEE Haselgrove?? 所 宣布 的 :每 一 个 大 的 奇 整数 都 能 表 
成 


N = pi + p + bs, p= LN + O(N?) 
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Oo 


的 形状 ， 此 处 名 <9<1. 
2) BAER T paie m 20 an 20 рда ТЕНИ РЕЗ, 
№ = ap + ар cs: + ap, 
的 可 解 条 件 ,这 里 的 a, ssa ЖЕНЕВЫ „ПП 
рь = 1, (пода), 1 = O> =< v. 
对 于 * 3, Е ЕН, RA 更 进一步 推广 了 这 个 间 题 ,他 在 
某 些 条 件 下 建立 了 


>] дор = b. (и 1,2, 1 n; т > 2п++1;2< P v — 13,2, m) 


r=] 


的 解数 的 渐 近 公式 ， 


32. 关于 偶数 的 Гольдбах РУ АУ. 


在 Виноградов 的 重要 工作 之 后 , 很 多 数学 工作 者 32 彼此 独立 地 证 明了 下 面 
的 定理 :几乎 全 体 偶 整 数 都 能 表 成 两 个 素数 之 和 。 Е БЕВ Л ЖЕНЕ, 
他 证 明了 p, + СН ЛАВ, 
Линник 作出 了 主要 的 推进 
12” ЖЕ Riemann 猜测 车 确 的 假定 下 , 对 于 任何 s > 0 及 对 每 一 大 的 整数 N, 总 
可 以 找到 两 个 素数 Ж р, Е 
|N — p — b| < (log N): 
成 立 ， 双 在 一 较 弱 的 假定 下 , Вр. 
Мо, T) = О(Т 9 log? T), 
则 得 
IN — р | < (log NY, 
由 Ingham ЭСАС ДЕЗЕН, RETAZ [рур < №", Линник 
REBA, ЕН ОЕ НВ SETS Н 
IN—5—n|-«N'. 
2)?9 УР E ITE ROI g > 1, ЕЕ k 使 对 任何 输 定 的 和 > ko, 
每 一 个 = Kg (mod 2) 的 大 整数 都 能 用 | 
ра +++ + g*k 
ЕН ЗН ру 与 之 都 是 素数 ,而 х1, 5-5, xx 都 是 正 整 数 ， 
Rényi? 作出 了 另 一 个 有 趣 的 推进 . : 
3) 存在 常数 ,使 每 一 大 偶数 都 是 某 一 素数 与 另 一 个 不 超过 个 素数 的 乘积 的 
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— aa rs i а а о оа 


TU. 在 此 以 前 ,， Бухштаб? 证 朋 了 :对 于 任何 给 定 的 4 0, 每 一 大 偶数 六 都 能 表 成 
N = p N' 的 形状 ,这 里 的 p Е, Ш N 的 素 因 子 都 小 于 (log NX*。 这 种 表 法 的 
个 数 小 于 eN/ClogN loglogN) ‚ЇЙ c > 0, 

此 外 ,A. Page"? НЕВА: 将 偶数 六 分 解 成 一 个 素数 与 一 无 平方 因子 数 的 方法 数 等 
于 


Па- (р? —,)) Ц E PTP J a o (2: 5 —(log log N)" log log log N J. 


PN Р—р—1 log u 

— 

4) 在 广义 Riemann 猜想 里 确 的 假定 下 ,每 一 大 侦 数 都 是 一 个 来 数 与 一 个 至 多 是 
四 个 素数 乘积 的 数 之 和 ， 

Rényi WREEF Линник!) p prn <“ 大盘 法 "的 某 _ 收 进 的 应 用 , Eo 
ЖЖ SCA Rt Bron? 的 方法 相似 ， 这 两 个 方法 的 主要 不 同 点 是 :在 Brun 的 
方法 中 ,由 mod p 的 爹 体 剩余 类 中 所 除去 的 类 数 久 对 一 切 P 都 是 固定 的 ,但 在 JIagumax 
的 方法 中 ,它们 能够 随 p 而 变 。 因为 Линник 的 大 钱 法 鲁 为 很 多 数学 工作 者 ”9 成 
功 地 应 用 过 ， 所 以 我 们 现在 把 它 的 翰 廊 作 如 下 的 描述 : SE ру, i р, 为 任意 ?个 适 


£p < VN (i 一 1,…,y) 的 素数 . 
定理 。 用 f(p) 2993 157 9810 < p Дат 
r= min Ke) 
i=1,;2,- y Р: 


假如 从 序 烈 1， 2，: …， N 中 除去 那些 属于 mod р, (i = 1, - э, Y) (p) 个 确定 的 
剩余 类 中 某 一 类 的 整数 , 则 余下 的 整数 个 数 不 超 过 
20zN 
vy ^ 
WF. 8] m < < < n SN KAFA L, 2, o. М 中 除去 属于 fp;) 个 
mod р; (i = 1, 2, ^: , y) 的 剩余 类 中 其 一 类 的 那些 整数 后 所 余下 的 整数 ， 命 
S(a) — > erian 


MEE: 
则 对 6 = 20zN. ,显然 有 


1 21-1 eta у 2 
= INEO > > > W 5(>- + z) 4х = > I», 
这 是 因为 任何 两 个 积分 区 闻 都 不 诡 插 的 原故 。 另 一 方面 ,我 们 有 


Р-1 ps 2 5 
т, = >| | (IL) 2—07 ISC de > 200 (1—7) > 2j 1s. 
зря; (mod p 


ymo YT 
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На: X RP 庄 数 中 与 同一 6; 模 ? 团 余 者 之 个 数 ， 则 由 Schwarz 不 等 式 ， 
可 以 得 出 


У :-(54) > Gu. 22590 


p—fp-P— fp 


2 2 p 
于 是 得 到 
»- 2 — 2 
Z > yërZ y Болу 7°, 
TEZE, 
这 个 定理 具有 下 述 的 等 价 形式 


Зд < x < ::* < nz < N 为 Z 个 正 整数 。 НКР) 表 一 适合 fp) < p WEE 
图 数 ,而 命 


则 至 多 除了 
20xN 


个 例外 的 素数 外 ， 对 于 每 一 素数 zp 三 JN, BE m, oc, nz 一 定 分 落 在 不 少 于 
p — (р 个 不 同 的 模 乡 剩余 类 中 . 


33. Waring-Tonba6ax 问题 


$ 33 与 $》35 的 千 果 都 可 在 华罗庚 的 专著 2 中 找到 . 
рК T i= N 


的 解数 ,于 是 对 于 
2+1, X pe k< 10, 
ud got + loglogk + 25), 24 7710, 
可 有 
1 
r(x 5-1 “1 
к) № N* 
= @ _— dL 
ICN) (N) r() (log NY + O ( (log Ny" ioglogN )， 
k 
Е 


e(N) = > B:N, 4), 


‚ 75 >» 


4 
BN, 4) = > (W, al PL) еа, 
u зы 


4 
W ma = > ея а 


11 
(0, 4)=1 


这 里 所 用 的 原则 是 找 一 z, bl 


1 P n" t 
Í > Cli | da « PR 
0 


& = | 


成 立 。 由 此 工 按 第 二 章 $ 15 的 定理 2, ИРИНЕЈ: s > 22, 


1 . 2t 
Í (> enis y eri qa K (PL) | M ете da « 
Е pP 0 pP 
1| < "E 
« pep. У) er | da « PL, 
0 


зс й Е ВЕРН" ЖЩ”, 
这 个 结果 能 够 推广 到 
fite) + Бр) = М 
的 问题 ,此 处 轧 ，.… ,大 为 5 个 首 项 系数 为 正 的 整 值 多 项 式 . 
2) РИА, M 


К = Hi Р", 


-Dik 

这 里 的 7Y 当 pp = 2 fj 2] e ЕР Ө 十 2, 在 其 他 情形 , 则 等 于 @ + 1, 

Я HCR) ERRA CBE ECHO e ЛЖ *: 它 使 每 一 充分 大 的 三 s (mod К) 的 整 
数 都 能 表 成 * DRAH k RRELA, ВЕРА ЕЖЕ, ЖИГИ H 1) 得 出 
2* 4- 1, 341 < =< 10, 
2Җ(21ов £ + 1081084 + 2.5), 234 £ > 10, 
因此 , 每 一 大 奇数 都 是 三 个 素数 的 和 ; 每 一 个 = 5 (mod 24) 的 大 整数 都 是 五 个 素数 
的 平方 之 和 ;每 一 大 奇数 都 是 九 个 素数 的 立方 之 和 ， 

更 进一步 ,我 们 有 


HD < I 


HCK) < 2k + 2m +7, 
此 处 


1 2 
Е log > b + log (1 — x) p= е овоог), МА > 12, 
— log (1 — +) ? 2, M R12, 


BN MEER, 2k + 2m + 7 ~ 4А ЮВА, 
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借助 于 Davenport 的 引 理 ,我们 还 能 得 到 
Н(4) < 15, Н(5) < 25, H(6) < 37, H(7) < 55, H(8) < 75, 


34. 问题 的 变形 


Halberstam??? HEPR : 几乎 全 体 正 整数 亚都 能 表 成 疾 士 站 十 冯 的 形状 ,这 里 的 户 ， 
pi WERA, x 7g— 1E 325, 
Prachar?? AERJ :几乎 全 体 偶 整 数 都 能 表 成 
pit ptp + р 
的 形状 ,这 里 的 ру, Prs рз, Ри 都 是 素数 ;他 还 证 明了 ,全 体 充 分 大 的 奇数 都 能 表 成 
P + P + рз + рі + р; 
设 c 1 ЗЕЖ Ж, И. H. Шапиро-Пятецкий?? zr Bj ЖЕРЕН AEN] s > 0, f£ 
ФЕ № = Ni(e), 使 对 任何 实数 N > Na, 25 r Z Н(с) 时 ,不 等 式 
lit р | «e 
ЖОНЕ. ERER Y 


35. 齐 次 问题 (请 参考 Марднанишвили?®) 
1) 对 于 任何 整数 & 2, 用 TIN a Nx) ЛВЛ УВЫ. 


++ + о ee э э э ө з ө э э = э э е 


的 素数 租 Pis ttt’ Ps 的 组 数 ， 
设 "为 由 下 表 和 给 出 的 数值 : . 


ж®11 


2&*(3 log А + log logk + 4) 


ЖЕШ [NË] = Р, s >> о, EAR 


sR) 


1 
= 1 
ТОМ, DG. М) == АР" т М, ey, ND 4- O(P 
成 立 , 此 处 


© © 1 * f . `i pa 
b, = | ... | (| тебеа "ИМ pl k AT 十 NLP "оду, e dyi, 
0 


Г“ Нор L) 
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экы cansa а мири me pi weve ета s [f > 


ОЖ а, ·· 


1 


了 一 一 ~ 


(Q) 


. ак WIRMS, А, 4 PREISE mod gi, ` ` 


RM x 则 通过 mod О НЕ. 


2) RHES Т PRRIE-ETRUPLSCCTRRZETRIS BIA ARTE, EME 1)“ 阶 条 件 与 
2) “RRR”. 实际 上 , 1) 保证 了 方程 组 : 
Же d k= М,,1 ЗА 


具有 正解 ,而 2) 保 证 了 同 佘 组 : 


h 
xi + ... 


HFE q 之 1 都 可 解 . 


+ аў к= М, (mod q), 


Ek... IND) 
4 


50), 


41 


N k x 
, 2 (^ ан E) 
q 41 
Уе‘ ， 


12<А 


Ж ПА НЕГЕ 5 33 开始 时 所 引 到 的 华罗庚 的 专著 ”中 找到 . 
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* > mod qr НА 


ли 一 致 分 布 


36. 定义 与 Weyl 刊 别 法 则 


Въ Р(х) 为 一 实 画 数 。 对 于 和 给 定 的 满足 0 三 a 过 5 过 1 的 a 与 5, 用 NN(P;4a, b) 
表示 使 


a < {К»)} < 5 au) 
成 立 的 整数 n< P 的 个 数 , 这 里 的 {f(x)} 表示 f(n) 的 分 数 部 分 ， 如 果 
lim N(P; 2, 0) ра, (112) 
P^ Р 


则 称 f(x) 模 1 一致 分 布 . 
Weylo НҢ Y T iB E138 БЕ 4А] Br ЖЕ Ц. | 
定理 1。 如 果 f(x) BE 1 一 致 分布 , 则 对 任何 黎 曼 可 积 画 数 zw( 门 ;都 有 


lim 2. LY w OD = |, «бош. (113) 


这 几乎 可 以 从 黎 曼 积分 的 定义 立 列 导 出 . 又 取 (D = 1 (34 a < x < ë 时 )， 
wle) = 0( 在 其 他 点 上 ) ,就 立 列 得 到 逆 定 理 . 
在 黎 曼 可 积 汞 数 的 集合 中 ,我 们 移出 一 个 特殊 序列 
eb h=0, +1, 士 2，…'. (114) 
(114) S Eee EA H eg — 38 Ж РА Б, POSUERE SE Y 
EH 2 (Weyl Фр ЕН). 当 且 仅 当 


lim 一 15 | e^ PAG) = 


Po P x=1 
对 于 任何 确定 的 整数 有 A 0 ЖУЛИ „Ж р(х) 模 1 一致 分 布 ， 
WE. 充分 性 的 证 明 。 № GG) 为 一 具有 周期 1 897826, q 0 << z < y FF, б@)= 
= 1;234 y < # < 18, G(z) = 0, Р 


N(P; 0, у) = У) GCfCO), 


х= | 


命 了 为 一 适合 不 等 式 27 < y 829 < 1 — y FEX, 我 们 作出 两 个 辅助 丽 数 Gi) 
与 GIG, {ЖЕ AH 1,2] RES 
GX(£) < GCU) < GO, 


‚ 79 。 


М. суг) = 1 (24 0 < у), = 0 (щу +< << n, 而 在 — 7 < : < 0 5 
ү е ү + 7 "ЕВЕ: GG) = 105g << ¿ < y — g), —0Q y < ¿ < 
< 1),f#E 0 < ; < 7 Ei y — 7 << у Ш МЛС, G; 都 为 速 续 , 故 
БОЕ НОЕ: 


Gy) = y + 7 + M (a e ni^ + Фе") 
h=1 


600) = y — 7 + > Cape” 十 bpe ™™ 
h=1 


ДЕН „ЖЕ z = f(x) ,并 对 х=1,2,-..,Р 相 加 ,就 得 到 


ршщ МР: 09: У) — у. 


Р >o 


我 们 先 研 宪 线 性 的 情形 ， 因 为 对 于 任何 整数 >= 0 与 对 任何 无 理 数 a, 都 有 
P 
> е2"їћах 


х= 1 


= lim mia ( | = 0. 
P>% 


lim -+ 1, — 
| sin лйа|Р 


P >w P 


故 得 

定理 3， 对 于 任何 实 无 理 数 ,序列 

а, 2a, 3a, '* 

模 工 一 致 分 布 . 

由 定理 2 我 们 能 够 导出 

定理 4. хо) 为 一 非常 数 的 井 且 至 少 有 一 无 理 系 数 的 多 项 式 , 则 序列 

К), z=1, 2, ::° 

Eg 1 一 致 分 布 . 

Van der Corput?? 将 此 概念 加 以 推广 ,从 而 得 到 了 | 

定理 5. 如 果 对 于 任何 固定 的 正 整数 gq, f(x + 4) 一 f(x) EE 1— СТ, BIER 
数 f(x) BE 1 一 致 分 布 ， 

Weyl ЊЕН T . 

定理 6。 设 g(x) (x =1,2,3, -..) 为 一 烈 互 不 相同 的 整数 , 则 对 几乎 全 体 w， 
Ж ag Go) 模 1 一 致 分 布 (这 里 的 "几乎 全 体 " 是 技 勒 具 格 意义 而 言 ). 

为 了 旋 明 这 个 定理 ,我 们 利用 恒等式 


1 1 N 2 
M PEL 2] 


1 
一 da == —, азё 0, В ÆJ 0 整数 . 
„м 24 А? > gË 


Ei JR PEE E ЕВЕ E S PR ERÉCA TREER a БТ ЖЕ А-ТИ HER ERE. 
3 —J ili , 对 于 任何 给 定 的 实数 а, 我 仙 能 够 容易 地 构造 出 一 列 整 数 g(x) (z = 


。80 • 


ax 


—1,2,---),ff agl) (x = 1,2, 2 ж#н, 
Koksma?? 用 Weyl 的 方法 证 明了 
定理 T. 对 于 几乎 全 体 实 数 a 之 1, 序列 ах 1,2, 56) 都 模 1 一 致 分布. 
但 到 现在 为 上 上 ,人们 还 不 知道 е“ XE RR 1 一 致 分 布 . 


37. 误差 项 的 估计 
条 用 $ 36 中 的 记号 ,我 们 称 图 数 
R(P)— М(Р; а, b) — (b— а)Р (115) 
2988 2678 , 而 称 
D(P) = R(PyP (116) 
29:826, "USE f(x) 模 1 一致 分 布 , 则 
R(P) = o(P), (117) 


根据 第 二 章 $7 的 结果 ,我 们 有 下 面 的 
ЖШ 1 (Виноградов), 28422, Р>1, 58 
f(x) = art + aux + t... + а, 


k < (2,4) 一 1， 1«3q«P*, 


Bir f(x) 8385258 D(CP), 我 们 得 到 ;对 于 任何 е > 0, 
Ю(Р) = О(1), L = Р"(Р- + фі + qP 
Er. 
ЭТ BEBH3K EBE RC = P < + 及 
0о<у<1—2, 
ЖЕШ $ 36 中 那样 定义 G (2) 与 Cz(z), 于 是 不 难得 到 
1 1 .fl d 

|5, | < min (+, ? ) 


P * min (+, P 


由 此 
N(P;0,y)— > Gf G)) < У) ef») = ' 


LE SI 
P P 
> e? АК) 


х=] 


=G +mP +2 У) n + o( pi-i7t) 


PES 
证 朋 的 主要 部 分 在 于 二 重 指 数 和 的 估计 ,而 由 第 二 查 $7 知道 它 妇 РЕ, НИ: 
NCP; 0, y) SYP + O(P L). 
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u —————==— s F a “e LAU s 


类 但 地 ,我 们 用 Go Ge) 代 杰 Gi(x) , 便 得 
| N(P;0, y) > УР + O(P L). 
所 以 
. R(P) = O(P L), 
如 用 Виноградов 更 精密 的 结果 ,我 们 能 够 得 出 
定理 2。 设 《之 11， 
f(x) = agnt + + + ax 


为 一 实 系 数 多 项 式 ;又 设 * НАНТ, co 2 RRHH. 


1 
„—®|<+, (2,4) = 1, q> 0, 
q q 


则 有 
Е(Р) = O(P’), 
此 处 
р 一 т/ ЗА? log aED, 
r ERG P 5ч 而 变 , 它 的 定义 如 下 ; 
4 = Р", №1 <q =< aP, 
т= 1, 当 aP <q < Р", 


| а = aP, 34 Ра < ЕР’, 

Cis €25 сз 都 是 确定 的 正常 数 . 

РЕ 2 < А < 10, 用 Weyl 的 估计 (第 二 章 $7), 我 们 得 到 一 个 类 似 的 竺 果 ， 对 
于 线性 与 二 次 多 项 式 f(x) ,大 量 的 更 进一步 的 结果 已 ,为 很 多 数学 工作 者 所 获得 (和 参见 
Koksma?™®), 

更 一 般 地 , Erdós 与 Turán?? 证明 了 : 如 果 фи, occ. Pe ВЕС, ICER ERIE 
整数 | 

k < т = т(Р), 

不 等 式 


P 


> git, 


v-í 


sou) 


成 立 , 则 
R(P)—O (一 一 + У) 2w), 


m+1 k=1 k 
EE Koksma?? 一 个 定理 的 改进 . 
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HE. 如 果 ОС}, 021, o ARAA FA, RUE 


lm ЖОР) ЕЕ ОЕР > L, 
P ->00 log log P 2 


此 处 

R(P)= lm |М(Р; a, 5) — (ë — P. 
В, КРЕНА f(x) ,使 它 对 x 二 1, 2, +, 有 无 穷 多 个 不 相同 的 分 数 部 分 , 且 
ЖН МЕНЕЕ, 这 个 结果 属于 van Aardenne-Ehrenfest2 , E |91 Y van der Corput 
提出 的 一 个 于 题 ， 


38. 以 素数 为 变数 的 尔 数 的 分 布 


~ Н Виноградов 旋 表 了 他 的 著名 的 “三 素数 ”定理 ,他 的 方法 实际 .上 也 包含 了 关 
FHA ap 的 模 1 一致 分 布 更 题 的 解决 ,这 里 的 PP 跑 过 全 体 素 数 ， 事 实 上 ,由 Weyl 和 折 
别 法 划 可 知 , 充 分 而 又 必要 的 是 去 证 朋 : 对 于 任何 固定 的 整数 和 关 0, 


У) en 一 o((P)), a 是 一 无 理 数 . (118) 


РЕР 
т = P(log P) (е > 16), Хт 2" 33 аһ 0358 n ЕЯ; 对 于 任何 给 定 
dn 


dm 
2 


的 6 0, Ht au, IRA, 使 对 任何 整数 4 > — 7 TRUE 


Ф(а) > +. 
| 5 


又 取 P (RA „Ж ra = Polog Р)” 2 gm: 划 对 任何 P > Po, ЖЖ n > m, 使 不 
SEX 

ds < T < 4 
成 立 ， 于 是 
ha 一 Pa < — < 1 . 
Qn 4п4в+\ Чт 


如 果 q, < log^P , 则 由 Siegel Walfisz 定理 (第 三 章 , $22, (85)) ,我 们 得 到 


P 2ni (22 t 
> emihap == uq.) 2 dt + OUPe-eyios P). 
РСР P (q«) log £ 


出 此 导出 (118)， ANS log? P < g, < P (log P)", у Виноградов 定理 (第 二 章 ， 
$ 15), 


2 


У) e!» = o(P(log P)7), 


?«r 
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也 得 到 (118， : s 
——— 他 用 到 下 面 的 信 计 : 
定理 1。 假设 7 满足 不 等 式 

P: < r+ < pap. | 
x= Б | 


Ж. eO D^ < q < r, ddr 4 = (43 + qP75, 


US = У Уг 24?тра 


m=1 P&P 


шк «47°, р. 
$ < КР( 41 + Р-+5), 
用 此 定理 及 $ 37 的 方法 ,我 们 得 到 
X3B2. 在 与 定理 1 相同 的 假定 下 ,用 HP) 表示 适合 
{ар} <В, PSP 
的 素数 p КИР, АЕ 0 < В < 1, ИЖ 
_ H(P) = Вя(Р) + O(P), 
И | 
y = (4 + gp i= + poit, 
特别 ,如 果 а 为 一 具有 有 界 部 分 商 的 无 理 数 , 则 能 这 样 选取 а, EERE VP 的 
两 个 常数 倍 的 中 间 。 于 是 得 到 
HCP) = Вл(Р) + О(РЗ*°), 
这 里 的 观 差 项 异常 地 好 ， 与 作为 P 的 画 数 的 x(P) 相 比 , "ВЕНЕ rh E 
何 已 得 的 误差 项 要 优越 得 多 . 
8b KG) 为 一 多 项 式 , 写 的 首 项 系数 是 无 理 数 , 则 {j(p)) 模 1 一 致 分 布 29。 对 于 
ЖЖЖ а, {ар} 为 模 1 ВСЕ, ЖЕШ Turán?” 在 广义 Riemann {R E TRE 
809. 


39. (a^) 的 分 布 


在 $ 36 中 , 我 们 已 经 看 到 ,对 于 几乎 至 体 实数 a, Can] 都 是 一 致 分 布 的 ， 但 对 某 
一 给 定 的 。， (a°) 是 否 一 致 分 的 闪 题 至 人 还 未 歼 得 解决 。 特别 ， 我 们 还 不 知道 
(27) 是 否 一 致 分 布 ， 
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. Постников?) 用 Виноградов. HRERS T FERAE, | 
жа 1. Sha 为 一 >2 的 整数 , а 为 一 实数 ,用 NCP; а, b) 表示 使 PT =» 
(0<ua<—< 21) 的 整数 x < P 的 个 数 . 如 果 存 在 常数 。 汪 1 及 > 0, 使 


— k 
m МОР; а, b) a 5) < ¿(0 一 «(1 + 108 = 1 -) 
— a 


lim 


对 任何 a Ej b 都 成 立 , 则 画 数 ад" 模 1 一 致 分 布 . 
Коробов? 448 T НА АЖЫ, . 
定理 2. 3942 2 为 一 固定 的 整数 ， 
Pala) = быз bn 0<8<4—1, 1<í=<qg t »—1, 
ЕЛЕ 8:8, ss 4, 8.8, бы, с, быб 5 ，，, 等 加 个 数 互 不 相同 ; 双 命 
Pala) == 8 ` ` ° дл» 
而 Фр) 为 适合 Ша ФС) == оо fS FEST TERME 98 ЕА 
a= 0- р1(4) -** (4) pa) c pa) oo Pala) o P» 777 
41) 42) Ф(р) 
RI {ag} 一 臻 分布, 
定理 3。 № p(x) НЭ, 对 二 任意 答 定 的 不 全 为 堆 的 整数 mi, 70, ту, 
Ра 


anan ... 


map (x +1) + --- + m,@(x + s), (х=1,2,---) 
模 1 一致 分 布 , 又 命 


B= > {Фа Иа“, 


则 {Ва*} 一 致 分 布 . 
Коробов?” 还 区 明 了 :如 果 А > 1 为 一 代数 整数 ,并 且 适 合 某 种 条 件 , 则 {a} 一 
致 分 布 ,此 处 


a= ` PDOY: d 1 
з pA — 1) ( dd e) 
till. 


40. 不 定 不 等 式 


Se fx) 1 ЛЕНЕ DCO), Ie, EA 
у— е< {{(#)} <у+е 


I(———————————— MM H F o M ap weas omen mp 
— — fw EHE s 


的 整数 x < P 的 个 数 等 于 2eP + PDO) 于 是 对 于 s > 1 |D(P)|, 存 在 整数 z， 
Т) = y| <= ' | ` (119) 
Бог. ЕЯ, РИ 及 | А 


f(x) = agtt + + + ах, 


ГА 
а <, 
4 q 


Аун $37 定理 2, 我 们 得 出 :存在 整数 x < P ,使 对 大 的 了 ，: 
Са) r < Ро — о 
成 立 ， Виноградов 推广 了 这 个 定理 . 
хе R | 
f(x) = аљхћ + ++ + ах" 
为 一 实 系 数 多 项 式 , 此 处 上 < .… < AMETE Ха Я x! 的 系数 ,并 且 
= |< 0-1, 
J g 表示 f(a) BERRAK, Ш D 表 它 们 的 足 标的 和 , 旭 必 存在 一 个 具有 下 之 
性 质 的 сод): ГТ q > co(R), 存 在 整数 x, 使 


Ц) —rl«q*, s<, < 4 


成 立 , 此 处 


log D 


ов D  1)log (D log D + DY 


— Q... Á U Apr tr t a mmt 


"EXE СИ 


如 果 С) ЖНЕВЕЖ n AEL, MEIERS. 如 果 对 (т, т’) 一 1, 有 
Конун") = Котт"), ДАЖЕ. LAN Сот) Ст) = Fm ) 常 成 立 , 旭 称 它 
为 完全 积 性 的 . 

"Fc Bie cts SCR rh RUN НО, 

a) Möbius 图 数 pCn) HIME |ибл)| 都 是 积 性 的 ， 

СЪ) Euler Bi p(x), 它 表示 < Н.У о ERDERA. 

c) КЖ (n) CRT п 的 正 因子 个 数 ,或 更 一 般 的 有 - 


Gn) = У) 4°. 
din 
d) К r(n), 它 表示 将 整数 2 分 解 成 两 个 平方 之 和 的 方法 数 ,或 更 一 般 的 有 


ran) — >) 1, 


Е bak ДАЛЕЕ 58088 
r СВА Г RR 

AARRE Со) ИШ, ЕВЕ К) 的 性 状 与 对 大 的 n, К») 的 均值 性 
КЕЛИШ. 

对 于 前 一 种 情形 ,我 们 讨 葵 下 述 各 种 用 题 :设法 找 一 画 数 (n), B C2] < (т) 
对 全 体 % 对 几乎 全体 ”或 对 无 内 多 个 = 成立， 对 于 西数 ,也 有 关 似 的 问题 ,七 
也 是 一 数论 西数 ， 

例如 ,我 们 有 o(n)xn—1XE 

e" = lim p(n) log log п 


no 


又 有 
2 < d(n) , 
ты log Z( 2) log log z 
nco log 2 


im Lu 


n> n log logn 


= log 2, 


3 


此 处 Y 表 Euler 常数 . 
第 二 种 情形 , 也 就 是 关于 和 平均 值 的 半 题 , 在 解析 数 诅 中 占有 更 重要 的 地 位 ， 通 
常 ,我 们 能 够 给 出 一 个 渐 近 到 式 
У Ка) = P(N) + R(N), 


n<N 


AT № — со 时 趋向 于 0. 主要 于 题 在 于 寻求 R(N) 的 最 优 阶 ， 还 有 另外 一 些 间 


题 ,如 关于 RON) 的 2- 辐 果 与 КОМ) 的 平均 阶 的 间 题 等 . 
ХЕРНЯ fm), 我 们 定义 


oo 


FCs) = > Kn) s = cç it 


n-1 n 


为 它 的 生成 画 数 ， 通常 , 它 在 某 一 在 牛 平面 如 Їз — ao 中 正则 。 大 家 知道 
_ atio ñ E ñ 
У) = 270) Es (a. 


nex 


常用 的 办 法 是 将 积分 途径 移 到 o = 一 co ， 而 得 到 一 个 与 Riemann - von: Mangold: Ж 
数 公 式 类 似 的 显 式 ,或 者 将 它 移 到 某 一 直线 因而 得 到 一 个 附 有 讽 差 项 的 渐 近 公式 ， 


G1 一 foo 


42. Уа, (n) 与 2, r。(m) 的 表示 式 


со 


F(z) = Ў) aaka”, 


n=1 

la.) 与 {Л„} 为 两 个 给 定 的 序 烈 。 为 了 这 里 的 目的 ,我 们 假定 ce, = O0) № 
| n3 «А, < nš. 
于 是 从 著名 的 公式 

‚ЗИ э; L(Y _^ сар 

mieki HU Qs) нр 全 Г (+ 2 ) r (z + 2 ) dz, 
H HPC) 为 第 一 类 Hankel 画 数 ,我 个 能 够 得 到 
=L (v _ K) = 
fls) = i| SFr (z 2 ) г(« + ) dz 


5 一 zco 


一 піск" У) a As Hj (214,5), 


п=1 
另 一 方面 ,如 将 积分 途径 移 到 ce = 一 a, 这 里 的 a 适合 不 等 式 
1 ‚(1 1 А _ А 


则 得 
sF (E (s — +) г(« + i) dz, 


а: . 


= BM 
iG) exo) + | 
此 处 фаб) 为 求 积 画 数 在 带 状 区 域 —a 二 x 二 。 中 的 各 个 留 数 之 和 ， НР) 在 
Ме = —а 上 的 性 状 为 已 知 ， 划 由 此 我 们 能 够 导 得 灵 (?) 的 另 一 公式 . 将 这 两 肥 
趟 代入 积分 
L [E Omnis (1 E) ш, 


271 т? 


而 取 适 当 的 А, г", т, 我 们 便 能 得 到 >， г, 的 一 个 表示 式 ， 当 а, = s,(z) 时 ,我 们 取 


n< x 


FG)= ‹(: 一 zy + 2) 1, = 4rV n ;而 对 an = nsn) , НХ 


k= z —1, А, = 2лут, F(s) = cls 十 £, 


此 处 CL) 为 在 o > 本 时 由 等 式 


. ҳу 1 
с. = >; Лу 
表示 的 Epstein. С-Б Ж. 

Оррепһеїт”® ВЕНН T 
Уа») — Тед = 6,0) — «ЇЗ D 90D {sn aeris (am pz) + 
nex 2 n=l „2*2 2 . 

1 2 一 

十 соз —- ал usta Vx) + ELO (120) 


这 里 的 0, (x) 为 «К (е) (в 一 a) 的 各 个 留 数 之 和 ; 级 数 在 |a | > 时 对 于 任何 


e 038 (В, n, lal 一 士 十 。) 可 和 ,而 在 jal < вы, x 


m 


У) гы(п) 一 1) а а? > raz) г, Олупх), 
"< 2 г(1 + =) P51 £X F 
2 
这 里 的 禹 数 在 m = 2 RI, 而 在 mw >24 (R, z, TEDE e) 可 和 |. 
在 这 两 情形 中 ， 可 和 性 与 收 仇 性 在 任何 不 包含 * 的 整数 值 的 并 区 症 中 都 是 一 致 
B, 
对 于 具有 行列 式 刀 的 任何 正定 二 次 型 Q(xi, ttt, Xm) = ани, 也 有 类 似 的 


. 89 + 


结果 . УКВ, ЖИЛ rma) 表示 О 一 二 的 解数 , 则 相应 地 可 以 得 到 


х?х? т < run) 
Y eG а ui Yr г, (жуш), 
в<х 2 Мъг(® +1) VD а=1 „7 p 


43. 一 般 区 域 中 的 整 点 问题 
Виноградов 与 van der Corput 互相 独立 地 发 展 了 处 理 一 般 区 域 中 的 整 点 问题 的 
方法 ,他 们 的 方法 也 包含 了 Voronoi 与 Sierpinski Е, Виноградов 的 方法 比较 早 
些 , 也 上 比较 简单 些 ( 就 其 在 “数论 基础 ”一 书 中 的 最 后 叙述 形式 而 车 ), 但 由 它 所 得 的 
RAGH van der Corput 方法 得 到 的 差 一 对 数 因 子 (ЗЗА РЧ Ф с БВС 
是 都 不 生 影 响 ) ， 另 一 方面 , Jarnik 指出 ，van der Corput 定理 是 它 这 类 定理 中 的 最 
优 的 。 Van der Corput ЖЕ SUE F: 

FORK (Co) fete Г <, < w IUE olla, 并且 /(1)> 2 0 < 

m 

2 


< (и) «1, FC) > =, z>1, 用 бзш. < x< x, >r <fl). 
8 ICG) 为 6 的 面积 ,而 4($) 为 6 ге eC, ИРИ 
|4(@)—I(@)| < =. - (121) 
Jarnik ЖЗ H T — 55 E BITTE A BS EZ, ПЕ НН #& 


e = Ки), T<. < 


上 有 多 于 o PEA. 


44. 圆 内 整 点 问题 与 除数 问题 


用 r(n) 表示 将 非 负 整数 n 分解 成 两 个 平方 之 和 的 分 法 种 数 。 和 数 AQ 一 
= У) ,(») 就 等 于 落 在 国志 + o ЗМ (и, v) 的 个 数 ， Gauss? HARE 
明了 

C AGO = nx + OCA =), (122) 
以 后 ，Jarnfkzo 77] НЕНА EX RU, 而 起 明了 下 面 的 一 般 千 果 : SED AA 
长 Jordan 曲线 , 工 为 它 的 长 ,4 为 它 所 围 的 面积 ,而 N 为 含 在 刀 内 的 整 点 个 数 , 则 有 
|а — N| <L. | 
BUE A iss sk E (122 pi vcf) Fe E S25 TELA P REC E РЧ Ж RE. 
B dla) 为 # 的 因子 个 数 ， 和 数 D) = 2 dln) RETEA AEN Bi ot Bà 
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X 
uv x, «>l, v1 
中 的 整 点 Cu, v) ИТК, Dirichle HRE: 
D(x) = x(logx + 2y — 1) + O(v х), (123) 

此 处 Y 表 Euler Ж. Sas (123252 3r PA EE EE LEE ЛИЕ BES Tk КП. 

Sick stk (122) 5 (123) ES ЛЕ EE RR ЗЕТА USA, БГУ ЛЖ НИИ 
БРЕЖНЕВ. 

1903 4£, BoponoiP? 首先 打破 刀 录 ， 他 对 除数 开题 得 到 了 用 o(=š log х) 代替 
OCs?) Н; 而 在 1906 年 , Sierpinski?? xy [EL Pq ЗП, 成功 地 用 O(x3) ВОТ 
o (x), 


45. 估计 指数 和 的 方法 


用 9 表示 使 
A(x) = xx + ОС) 
成 立 的 ?的 下 极限 ，van der Corput 引进 了 估计 指数 和 的 方法 , ATENT БЭ < — 
更 好 的 精 果 ， 这 个 精 果 已 为 很 多 数学 工作 者 改进 ，9 的 历史 可 以 总 精 如 下 表 : 


1/3 37/112 37/112 


| J. Е. Littlewood?*?) 与 A. Walfisz 


]. G. van der Corput®® 


作者 姓名 | W. Sierpinski 


9« 163/494 27 [82 13/40 


作者 姓名 | A. Walfisz244) L. W. Nieland**?? E. C. Titchmarsh?? | 华罗庚 348) 


除数 问题 的 对 应 发 展 如 下 : 


33/100 27/82 15/46 


]. С. van der ERAO 
Corpu H. Е. Richert?t? 


9 1/3 | 


T. Ф. Вороной J- G. van der 
Corput?? 


另 一 方面 ,对 于 这 两 种 情形 ,Hardy” 与 ngham? REBIT Э > 二 ， 或 者 更 精确 
地 有 | 


їп AG) — 0, lim A400 о 
t xí log *x x75 yt log 3х 
= 
lim D(x)—xlog x —(2y —1)x —0-lm DG) — ор (2—1) 


x>w 


x x? log? x log log x x* log* х log log x 


e 91 。 


关于 误差 项 的 均值 ,我 们 有 下 面 的 定理 : 


, ， "E 
| (AG) — ry Ydy = 1 a 192 (>) 5) + O( x1**)52 


А Зя? C(3)(1 + 20) 
及 

人 (D(y) — ylogy — (2y — L)y Ydy = cx?" + О(х log х)”®, 

46. 除数 问题 的 推广 
Ж da(n) 表示 将 Е АРНЕ ЕТ, Хг 
Dix) 一 > din), 
nex 

则 有 


р(х) 一 P ү Ck) € dw, (¿> 1), 


1 r kod 


w 一 1 为 一 次 极点 ,其 上 的 留 数 形 如 =P ,G(log x), GRE Pi Ж— &—1 REAA, 
18 
Р(х) = xP (ов x) + Д, (=), 
对 于 万 二 2, 我 倍加 到 了 上 面 研 究 过 的 除数 间 题 ， 我 们 相应 地 定义 a, 为 使 
| Аке) = О(х°) 
成 立 的 数 9 BJ ТАЯ ВЕ, ЕАС ЕП Г: 


ak sic &—2,3,4, +++ (Boponoi?*?, Landau?9), 


a, < АА, к= 4,5, -+ CHardy-Litlewood??), | 


7 41 31 26 19 
s «1, «I dep. ao < 35， бы < 25 (ЕЖЕ), 


аз < = (Atkinson25), 


a, >= UE (Hardy79). 


BUR 
“=. 
用 B, RE AG) 的 平均 阶 , 亦 朗 对 任何 。 > 0,48 
1 f Al(y)dy = О(х2#к+) 
x 0 
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成 立 的 最 小 的 数 。 显然 有 


| B, S а 
Titchmarsh”7 证 明了 
> &—1 
В, TE | 
ҖАЕ: = 
255) 
В, = — (Стат), В, < 27 ЖЕ”, B< lc 
352» 1 1255) 149255) 
= 一 =-- = == 
Bs 62 5 В, 18 及 B, 230 . 
47. ПЕНУ 
我 们 研究 п SERE ER 


Fassa T aaa (us me 
中 的 整 点 个 数 4(x) = Ap, АЕ FGa, 7m) 为 一 具有 行列 式 D 的 正定 二 次 
型 。 如 果 存 在 数 a( 0), 使 对 至 体 n, v, аа» 都 是 整数 , 则 称 型 5 为 有 理 的 ; 否则 
ЖЕ 为 无 理 的 , 
用 V (z) = УК) ЛЕВ 
Е(щ, ttg и) < x 
的 体积 ,大 家 知道 
VO) = ЕГ. г( + 1). 
命 
Р(х) = Ag(x) — Volx), 
Landau?? 证 明了 
Р(х) = o(4 >T), 
P(x) = 0051), 
ХР п 8, 关于 有 理 型 下 的 О-В, В. Walfisz 完全 解决 。 WT a<, 7, 
Landau*? 用 Walfisz ЭУ у — DEE 483] T СН БАА ОИЕ: АЦ F 
为 有 理 , 则 | 
Р(=) = О(«`'!), (> 4), 
P(x) = O(xlg!x), (n = 4), 
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Jarnik?52 #F EH Т 
Р(х) = Q(4* , 


对 于 = 4, Landau 获得 的 缚 果 与 最 后 结果 只 相差 一 个 对 数 因子 。 下 面 是 更 精 
АВЧ: 


4 
Р(х) = O(xlog?xloglog x) (Ҹа! 2289), 
P (x) = O(xlog$*:x)59. | 


z 
кк) = |" Oly, 
rco = (1 f roxy}, 
Jarnik”? 证 明了 
а) R(x) = Q( T), 


b) 对 于 有 理 型 下 ， 
R(=) = Q(a* ), 
c) 对 于 下 一 а, 


R(=) = О(х* log х), n—2, 
R(x) = O(x* log x), n = 3, 
R(x) —O(x* ), арз, 
d) 如 果 将 R(x) 换 成 T (x) , E URS REUS ER TERI, 
Jarnik2% ЯЕ ВН : П F B] A PRÉC am MERR, НИИ УРЕН, Е 


| Р?(у)4у = Hx'logx + O(xdogix), n = 3, 
0 


|, P2(y)dy = Hx"? + O(g(x)), п> 3, 
此 处 
glx) = x? log x, n = 4, 
(к) = x log x, n =5, 
gx) = х", п > 5. 
YT n > 5, 上 之 缚 果 已 是 可 能 得 到 的 最 优 和 结果 .对 于 п = 4, Walfisz 也 得 到 了 此 同 
м. Walfisz 也 计 葡 了 和 数 


M r'(m), 


mex 
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此 处 r(m) 为 一 的 整数 解数 ， 有 关 这 些 间 题 的 结果 的 详尽 叙述 ,可 在 Walfisz 的 
标题 为 “高 礁 精 球 中 的 整 点 半 题 一 IX” 的 原始 工作 中 找到 
Jarnik УЕ ЗЕ Т НК 
Е = (м + cx) + aGbgac do xu) 
ЖҒ л = 3, F = лї + 2 + 3, ЗОН ТЕНК К ЧЕЙН ху = x1. x2 = xs, 
хз == жу, жу = 0, x; = 0 Ej x; = 0 等 六 个 平面 将 球 分 成 48 个 部 分 , 在 每 一 部 分 中 的 
整 点 个 数 显 然 相等 ,我 们 用 CG 表 示 此 数 。 截 面 上 的 整 点 都 以 牛 数 计 之 ,于 是 因为 截面 
交 线 上 的 整 点 个 数 等 于 OC x ), 故 有 
A = 48G 十 O(xt), 


m 
c= У У гу 1+ У) ИМ) 
оси х1< za< 4. (х3) s< sas 
+ У) ((ух—241— =)+- > (RE a) + oC), 
veniet «nei 


在 建立 了 ?9 Fourier 般 数 与 画 数 的 分 数 部 分 间 的 一 个 关系 后 ，BaHorpamoa 依靠 van 
der Corput 引 理 (第 二 章 ，$ 8) 的 帮助 ,证 明了 
P(x)-—O(x"7*), (Виноградов2®); 


Р(х) = ola" 


(Виноградов?) , 
Р(х) = ol, (Виноградов?) . 
又 Szegö™” ШЕНН T 
Р (х) = Q(x 108? x), 

Виноградов (HR IRA Ж UTE) 27 Б, АТЛАНА ВАНЯ — П 
ЕЕ НИК, 事实 上 ， 这 两 问题 的 相互 关系 类 似 于 二 维 空 
Hj r АР Ж < [ИЛИ УЖК ПЛА Be Ж. 

对 于 球面 上 的 整 点 个 数 的 估计 , ama? 得 到 下 面 的 

ЖЕ. m= 1, 2 (mod 4) E m = 3 (mod 8); GE ГОН Fs: х + y! 22 = 
= m 上 的 一 个 凸 球 面 区 域 ， 罕 的 边界 由 有 限 多 条 光滑 НН, 993 АЖ 


— т 


#(=”) — 1 8463838, de H.G) 与 HC) 分 别 表示 P, 上 的 与 中 的 适合 (x, y, 


z) 二 1 的 整 点 个 数 , Жау Н(т) 5 HOP) 分别 表示 F, 上 的 与 了 中 的 整 点 个 数 ， 岂 对 
男 定 的 4 5j m 一 co, 可 有 
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атта ee ee орно, 


HT) = mel Нут) (L + КУА, m, 2», 
HT) = mel. H(m) (1 + KQ, m, 4)), 


此 处 mes Г 3 Г В; А> 0 为 适合 Bel. À 的 任何 常数 ， 而 对 固定 的 A, 2 及 
7m 
т 一 > co ,有 Ко(А, m, q) 一 0 及 К(А, т, 4) — 0, 
Малышев? J$ Lak LE“ НЕ, 


48. JE k HAFSA 


AUR ЖЕНЕ АВАГА 1 的 整数 的 次 乘 需 所 整除 ， 就 称 它 为 一 无 《 方 

因子 的 整数 ， 用 Qu) 表示 < x 的 无 不 方 因子 整数 的 个 数 , 则 
око = Ун = >) 0 |5] = >) ос = 
Ито lesk Іх 
= Юе + 000), 

3X ДЖЕЛИ ну Е $ 19 的 方法 加 以 改进 . 

又 用 q. (n) 表示 第 2 К А УЖ, НЗ 5 — co 时 , BRA grla) ~ C К 
Fogels!^? REB T 


аба + 1) — аба) = О"), 
оля T Davenport 5j Roth? 的 结果 所 代替 ， 对 于 任何 上 > 1, 我 们 有 
Ох tk) QA > = 


хоть 


= >; xD (E 2, 


1<і<? 


5-15) +94 2 97 


xc meth 
і>т 


= + OC) + OCh + ОСМ), 


这 里 的 NN 表示 适合 x < Im < x + А, 1> г НИ (I, m) 的 对 数 ， 关 于 N 的 估计 
为 
1 4。 20. ll 
О" Qu RI + г И), 
于 是 
gela + 1) — gr(n) = Of), 
HF k = 2, 这 个 精 果 已 用 van der Corput 关于 指数 和 的 估计 加 以 改善 , 它 的 最 
ЖТ ЫЕ Richer”? , JG Bn 
qn + 1) — 40) = Ola? logn), 
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Erdos"? f& HE RJ РАНЕ RES) T 


qn + 1) m qi) = o( log z ). 
loglog п 


49. — lix 75 ж 

Cauchy PA EER ПА ЕР ORT НИСЕ Landau? 的 一 个 工作 。 在 这 工 
фен , RbREB) Y T Bi 89 

定理 . BB: с, b EEX; a> 0; а, y; 55%; 8;, B, 都 是 正 数 ; 与 ? 
ИЖ, AX < 1, —< -- +: 

a) 对 于 任何 6 > 0, 都 有 
c, = O(n?**); 


b) Fe > 1+ a, 


Z(+) = < 
nuc] # 


定义 的 图 数 在 全 平面 上 是 生 纯 的 ， 且 在 任何 带 状 区 域 o, < o < о, 中 有 有 限 多 个 极 
点 ; i | 


o 
c) 1 lent 
в=1 


ТЕ о < Ох; 
d) XT s < 0, 


T(a + Bis) TC, + Bus) ($) = 
= Г(у: — ås) + *ГСу, — ôs) У) ре; 
п= 1 


е) Въ T B,= ó ++ + Š; 


1 
Yi + +, 一 (ai 十 noe + ш) + — (a — n) = g, 


АТ 
7 之 + 及 ogmac 2; 
g) 对 于 固定 的 带 状 区 域 o < о < oz, 存在 常数 y = Y Cos, оз), 使 对 oí x0 x0 
及 大 的 lel, 有 
Z(s) = O(e"!) 
成 立 . 
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фев: 对 于 任何 > 0, 有 E 
У с„ = R(x) + оС х9 H+), —_ 
"nex 


此 处 R(x) 为 在 带 状 区 域 


(а+1)27 l cs mai 
29 +1 _ 
中 的 2052 pea fibers х ЕН 
X ZG) 
5 


的 各 个 留 数 之 和 | | 
н ЕЕ, Landau 立 列 得 到 下 述 和 结果 : 


kolye 
У} рқо) = «валов x + -e + bh) + O (7) (m2), 


nex 
£ koi kon, 
>; 1 = 1х2 +О(х? E ) (k2), 
Ic <= 

_ ko . 
хш У) алии, 为 一 正定 型 ,而 Ix? ЖК Ў) acusa < x 的 体积 .又 

l<, v&k 1<, v<k 

| > = ax + O(x3**), 
Na«x 


此 处 Na 表示 虚 二 次 域 K 中 的 理想 数 a 的 距 . 
ит Xi( n), + ° °, Хап) 为 下 个 非 主 特征 , 则 有 


У Un) e Kalm) = О, 


пуа €x 


ЖЛЕ Xin), +++, XiCa) PAER, BUE RS REUS FR TE 98 {НДЕ Е, 


重要 闻 题 索引 


ss Ж fe 者 


ЖЕНИШ | 假如 两 个 集合 的 密 率 之 和 大 于 或 等 于 1, 则 和 集 | Schnirel- 


mann 


MEEST 1, 
假如 两 个 集合 的 密 率 之 和 小 于 1, 划 和 和 集 的 密 率 | Mann $1 
大 于 或 等 于 这 两 集合 密 府 的 和 . 
Bep 车 (c; p) = 1,81] $12 
mann p-1l ; d 
S memes 
х=1 
完全 指数 和 | 设 p 为 一 素 煌 ,f(x*) = akak + +++ + ayz, М Weil- § 12 
Рак, Carlitz- 


Uchiyama - 


У. e2=if(z)/p | < ky P. 
ж=1 
ЕК ?为 一 > 1 的 整数 ,又 f(x) = aant 十 。 + 
+ az У АКВ, НН. (ok al1， 
4) = 1, 则 有 


q 
> е2«іКх)/а 


1—1+‹ 
«4 m 
x=1 


记号 < 中 所 含 的 常数 与 8 А 596, 


modp 的 每 | EZ s kp 一 1 的 一 个 因子 , 它 不 等 于 1, 则 对 信 | Виногра- 
M РЕКИ p, mod р 的 最 小 让 2 КУН дов 


п-1 


< (ов р, кее”, 

mod? 的 原 | 用 eCo) 表示 的 最 小 正 原 根 , 则 有 

根 © glp) = 0(2m+H1Y p), 
БАЕ m 38 p МЕЖ. 


素数 分 布 | SR (z; я, 1) DERRE ап + ! 中 不 大 于 * 的 
素数 个 数 , 划 有 , 
о буо 0), 
记号 0 中 的 常数 与 9 及 s 有关， 


$13 


Виногра- 
дов 
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zE 
я 8 A ж. fE 者 年 代 
对 于 4<(log x)*, « 为 任意 一 数 ; 可 有 Page | 1930 
NEN iegel- | 
alx; aqa, D = — В» + О(хе “ey ок ^j Walfisz 
Ф( 4) 
记号 0O 中 所 含 的 常数 关于 а T 
HER (4,4 ++) 中 的 素数 个 数 | Selberg | | 1947. 
` 2x | x 
S logr + ° Понт ) 


记号 O 中 所 含 的 常数 关于 4 为 一 致 。 


FERME =! (mod 4) 中 的 最 小 素数 等 于 OU), | Линник | 1944 
此 处 с УЕ. 


1 

2 . 

л(х) — li +£ = Q а loglog logs ). Littlewood 1914 
log x | 


а 用 p, EP о ТУ И Ingham 1937 
的 差距 


` ЗВ є 
Psal — Pa = O(S ). 


对 于 任何 & > 0,782608 а, Rankin 1938 


1 log log log log Ри 
—p > (1-6) log Pa“ log log pr 02си, 
Pa+1— Pa > 3 9g Ра" og log P 108 log log pn )? 


Pnl 一 Ра © (2 + e) log Pn. 


waring 问 题 | 用 GO) SORTI EVO s ВЕНА ЕВС 
TEREZ s A k ХЗ УЯАТ. RIJ 


G(k) < k(3lozk + 9), Виноградов! 1947 
6(3) < 7, . Линник 1942 
G(4) = 16, &(5)<23, G(6)<36. Davenport | 1939 
用 (0) 表示 最 小 的 整数 + 之 能 使 任何 整数 都 可 | Dickson- | 1936— 
EREE + АЕ ЖИ НЕ nai 1944 
1 ү риз үх 
G) -I Ie: - 469] 3 
成 立时 ， 


g(k) = 2 + [G] —2 (&> 6). 
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ProuhetIH] Eš 


` Hi Е 发 表 
ќе . Ж fg 者 年 代 
g(6) = 73, Pillai 1940 $ 28 
19 < £(4) < 35, 37 < g(5) < 54, Dickson .| 1933 |$28 
g(3) = 9, Wieferich 1909 | Math. Ana. 
66, 95— 
101, 1909. 
g(2) = 4 | Lagrange 1770 a L. E. 
: Dickson Ж 
History of 
the theory 
of numbers 
* II (New 
York) 
275—304, 
1934. 
aly а 1953 | $25 
Qt» 1 < £ < 10, 
Z l2k2(2logk+loglogk+2.5), А> 10 
Ну ВЕЧЕ JE ` 
N= af + +. + xi . 
的 解数 的 渐 近 公式 ， 
Я NC&) 表示 具有 下 面 性 质 的 最 小 的 1: 存在 | Wright 1935 | $29 
315 **5*, Yi, Y1; 55, yr1H xi; De» SES, 
eey 好 的 重新 排列 ,它们 满足 
[4 t 
У = Уу G< <. 
і=1 i=l 
期 有 
T +3), 3214, 
N(O < +, 
> ^+ 252]. 
用 MERE 华罗庚 1938 | $29 
t t 
У" = Уу (ї<^є< л), 
ї=} 1=1 
t t 
> ptg * y 
i=l i=l 
可 解 的 最 小 的 z, AIJ 
1 
log 2706 + 2) 
МЮ < (k +1)| —————- +1 
log (1 + 2) 
k 
. 101. 


—— as or т 


Ry 8 ж `: м т 者 | ER 
| | А. Gloden, 
Mehrgradige 
M(kh)=k+1, (2<А<9), Gleichun- 
у gen, Gronin- 
gen 1944. 
Goldbach | 每 一 大 奇数 都 是 三 个 素数 的 和 。 | Виногра. | 1937 |515 
HAD ДОВ $30 
ИЖЕ ХС Ы ХАА Э | Rényi 1947 | $32 
数 乘 积 的 数 之 和 。 
每 一 大 偶数 都 是 两 个 乘积 数 之 和 ， 其 中 一 个 不 “| Ricci 1937 | $3 
超过 两 个 素数 的 乘积 ， 而 另 一 个 则 不 超过 366 
DRAR. | 
Waring- эщ | | PERE 1953 | $33 
Goldbach 
问题 > {+0 1x =< 10, 
242(2155 А +loglogk+2.5), & > 10 
时 ,能 够 得 到 方程 


М = р + + Ë 


的 解数 的 浙 近 公式 ,这 里 的 pi 都 是 素数 。 


FB HQ 表示 具有 以 下 性 质 的 最 小 整数 *; 每 一 | 华罗庚 1953 | $33 
充分 大 的 整数 (适合 某 些 条 件 的 ) 都 是 :个 素数 | 
BJ k ARREA, А] 
H(k) < (к) ~ 4k log K, 
Н(4) <S 15, H(5) < 25, H(6) <37, 
H(7) «55, H(8) < 75. 


MARA | APEH HHR (и, о) 的 个 数 42), 华罗庚 | 1942 | $45 


ВЛЕЕ 有 
NM 
Alx) = яе + О(х@ у 
Hardy 1916 | $11 
lim аб) —m — « 0 « lim 4) ar == 
*—9 x4 logi z *77 i logt x 
Landau 1924 $45 


[мот = 


a EOG 


3 ——— Mx? + O(ate). 


E(3)(1 + 23) 
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p x $ 果 Е 者 
除数 间 题 用 D(x) ЖЕЛЕЗИН sv < x, u m 1, f RD | ВМ, 1950 | $45 
中 的 整 点 (z, e) 的 个 数 , 划 有 Richert 
. A 
Р(х) = x(logr + 2Y — 1) + О(х% ^), 
x 3 
f (D(y)—y(logy +2y—1) Ydy = ex + O(xlog? x),| SEG ES 1956 $45 
im DG) 一 z (оне TY — 1) <0< Hardy 1916 | $45 
хә оо x1 1081 rloglog.t 
gm D(x) = *(logx + 27 — 1) . 
=> ® хі 1084 xloglog r 
球 内 整 点 对 于 落 在 球 Виногра- | 1955 | $47 
问题 ре + 2 < = дов 
中 的 整 点 (x，v, w) RIDH Р(х), 
P(x) = E ax? + ott), 
р ER FG s.s m) = Ñ! ашна, 为 一 有 行列 | Waltise 1924 | $47 
` HM, у=] 
РЕ, MREFA (+ 0), [XT Н 
Бу, аа„, 都 是 整数 , 则 对 x > 8,9 
1 二 mir +0(=71), 
= n 
F(u 5 Up) Ex VD r + 1) 
在 上 面 的 假定 下 ,此 同一 结 葵 对 5 < z < 7 也 成 | Landau 1924 | $47 
X. 
在 上 上 面 的 假定 下 ,有 Jarnik 1931 | $47 
EE S 
Е(иу Up) Er yr (z 
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附 录 


1, 得 法 及 其 应 用 


1957 年 , 王 元 中 谣 明 了 下 面 的 精 果 : 

定理 1。 每 一 充分 大 的 偶数 都 能 表 成 一 个 不 超过 2 个 素数 的 乘积 与 一 个 不 超过 
3 个 素数 的 乘积 之 和 。. 

命 p; 表示 第 i 个 奇 素数 ， 和 给 出 偶数 x 及 实数 5， 命 


а; а, bj (o) 
为 适合 下 面条 件 的 整数 集合 : 
4 一 0 或 1, О<а,, b; < pi I p |x, Ша; = b: R] 
axb (<; < ;), GD 


ЮЖ р, < < ры. бт Р.(х, E) 为 适合 下 面条 件 的 整数 ”的 个 数 : 
1=<x=< x, mn= a(mod2), па; (mod p;), 
nÈ b; (mod p) QA <¿ < r), (2) 
则 由 Brun—Byxurraó—Selberg 方法 ( 见 $ 3) 可 知 ,存在 非 负 递增 旦 仅 有 有 限 多 个 不 连续 
点 的 图 数 4(z) 及 AGO (1 < z < c), IER (ш) 与 x 一 致 地 有 


1 
AQ) E +o(— = —)< =. x < 
ра log? x log log x S Fele, =") < 


SLOPE (= 一 ) (3) 


log! z log log х/ ° 


_— 1 p—i 

(р — у) Д p—2 

定理 1 —— НО 

Bl 命 1(z) 5 ACO 为 适合 (3) 的 两 个 图 数 , ¿> v > z 1 НАНА. 


此 处 с, = 2e” H (1 一 
252 


+ 


X») 一 ү” л(—=—) 201422 0, 
2? 


zii +1 


虽 当 x 充分 大 时 SEEDS 1 < > < Иш 1 中 存在 整数 nlii n(x — n) FRR < x" ”的 
素数 整除 , Н E SURE E REF] х" Zr < 中 的 m 个 素数 整除 ， 
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WE. “y 9Й Жаш ГАЕТЕН ЖК n(x 一 п) 的 集合 : 
1 вх, a(x— n)? 0(mod2), nlx — а) 0 (mod p;) 
«iso, "(к — n) 55 0 (mod psti) (1 xjxEr—s), (5) 
ЖЯ р, < zt «paa, p xt < Pin. 
à ЭЛ 的 元 素 个 数 为 M(x, z”, a). 
Wa = 1,95 pile, H] a; = 5; = 0, WA 


a; = 0, b; = x (mod pj), #=1,2,*+**, (8) 
RII . 
1 ` 1 1 
G) Fz(x,x')-— M(x,x",x")« M У 1= 
H 1 Isansa 


x <per" ax 一 FEo (mod p) 
= o (z! + O (5, 
(1) ZEÉEXE A CL) ROSE С (о) (1 < ; <; s) EM HEDRA pu; Ж 
除 的 л(х 一 n) 的 个 数 不 超过 | 


1 _1 
2 > rq “|+ oG"), 
l IST s Pei 


事实 上 , BE М pE paj 整除 的 元 素 的 集合 为 I;, BJ p. |z В, Г; 的 元 素 个 
数 不 超 过 У) 1 一 0(z D, XU рае, 


тк 
nz:o (mod P445) 
a —1; Ñ pix BF, a, = b; = 0, 否则 
a; = 0, Б;р,+; = x (mod pi) (1 =: <s), (oj) 


— 、 х L 
则 的 元 素 个 数 不 超过 2F。 (2, =). 


E а(х — n) Є НЭР 17S puo; RRI n(x n) 至 少 属于 7 个 类 Tf;。 Ax 
ВВ РТАХВЕ, 
Gi) HG), Gi) АЈА, 4 x 充分 大 时 , Я 中 最 多 帘 m 个 pou; 整除 的 元 素 的 个 数 
不 少 于 
i 2 


1 
М(х, x”, х“) 一 


x 2 m" 
F o; (=, z”) + О({х ")= 
т + 1 i«j«r-s Dei 

РН 


n 1 E 1 

= Fz (x, x) — —2 > Fo (= =) -O(x + O(x“) > 
т -+ 1 <р! Poi 

эн 


2 nn sz \z+1 с.х с.х 
рено 
ч) m+ 1J z+1 z? z log? x log? x log log х/ 


3, 
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ЗЕ Буда Lo * 充分 大 时 ,在 区 间 1 < x < x 一 1 中 ,存在 整数 > 使 Kx — n) ЖЕНЯ 
过 x? 的 素数 整除 , RI EUER s — p < 寺中 m 个 素数 整除 ， 故 得 引 理 ， 
纸 过 计算 得 


7 
(8) 一 2f a (= jt Та: > 0.43, 
3 2? 


= +1 


< 


故 由 引 理 郎 得 定理 1, 

类 似 地 , 取 ЭХ 为 适合 下 面条 件 的 素数 乡 的 集合 : 

2<р<х, x—p?0(modp) (1«zss), 
x — p? 0 (mod pj). (15 j &e— s), (7) 

旭 在 广义 Riemann 猜想 下 ,于 元 所 证 明了 

定理 2. 在 广义 Riemann 猜想 下 ,每 一 充分 大 的 偶数 都 是 一 个 素数 及 一 个 至 
子 个 数 不 超过 3 的 整数 之 和 . 

在 定理 2 的 证 明 过 程 中 可 以 看 到 ,广义 Riemann 猜想 可 以 用 
> dad zx(x,£,1)— PEE |- of ) (8) 


-一 
Z«xi-—5 gx 


来 代替 ,此 处 8 为 任何 给 定 的 正 数 ，4 为 任何 正常 数 , 而 与 有关 的 常数 仅 依赖 于 д 

Ж A. | 
(8) 式 也 可 以 换 成 

2, WE) Мах, 


1 
2<х2 0, 2)-1 


Р(х, 2,1) — 


x 
e(Z)lgzi 
log x 
BAbPG..D-— У) < * logp, 


1<р<х 
р = 1(mod 2) 


运用 Линник 的 大 能 法 及 Dirichlet L WAHR К НОЕ НЕДЕН, Bap6aa!31 普 先 证 
明了 (8) 式 当 8 < = 时 成 立 . 潘 承 洞 中 独立 地 其 明了 (9) 式 当 6 < i 时 成 立 。 # ЕҤ 
此 推出 

定理 3。 每 一 充分 大 的 偶数 为 一 个 素数 及 一 个 不 超过 5 个 素数 的 乘积 之 和 ， 

王 元 四 又 将 定理 3 中 的 5 改进 为 4. 

此 外 ,于 元 外 还 证 明了 

定理 4。 d F(x) ЗЕ ЭБЛЕ БА-БА k DOE BERI ТИЗЕ. 

| - {+0 ж1і<А< 5; 
А+ о, Ф425, 
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此 处 w 是 适合 下 面 不 等 式 的 最 小 正 整数 : 


5.64527 十 3.65 log 5k 一 w 
4.8396 4.8396 w+ 5 


НЕҢ (FG) 中 存在 无 限 多 个 不 超过 ”个 素数 的 乘积 , 
特别 ,由 此 可 知 , 存 在 无 限 多 个 x, 使 2 + 1 为 不 超过 3 个 素数 的 乘积 . 
定理 5， 当 z 充分 大 时 , 则 
(4) EKR z < z < z 十 城中, 恒 有 一 个 整数 , 它 不 超过 2 个 素数 的 乘积 ; 
G) ERR z < x < x + 坊 中 , 恒 有 一 个 素 因 子 个 数 不 多 于 3 的 整数 ， 


2. 特征 和 及 其 应 用 


利用 Weil 关于 有 限 代 数落 数 体 上 的 Riemann 猜想 的 和 精 果 ( И, $ 12), Burgess IRE 


BH Y: | 
fr д, в 为 任何 正 数 , Bo H > pt 及 PP 充分 大 时 ,对 任何 整数 NN, 都 有 


N+H n 
P 1 (z) 


ш + 1> 


5 


< eH, 


此 处 (2) 3€7K Kronecker 符号 。 


由 此 他 推出 了 
定理 1， 命 Nain ЗЕЛКА Р 的 最 小 正二 次 非 剩 余 , 则 


-— 


Naa = O(p ), 
此 处 与 “0 有 关 的 常数 仅 依 束 于 в. 
EEO 首先 根据 Burgess 的 方法 ,加 以 改变 ,从 而 把 他 的 蒜 果 推广 大 改进 为 (参看 
Burgess?) 


定理 Gs 为 不 超过 " 的 一 个 正 数 , 旭 当 p > Р(8) E H > р НЕ 
整数 六 ,都 有 


N+H 
> xo < E, 
n=Nt1 t . 


此 处 一 Z mae 的 非 主 特征 ， 


以 此 与 Brun 的 能 法 相 精 合 ,就 得 到 
定理 3， 命 gCp) 表示 模 P 的 最 个 正 原 根 ,出 
gp) = O), 


此 处 e 为 任何 正 数 ,而 与 9 有关 的 常数 仅 依 囊 于 6. 
TERAH > 0, 4>0, z, N, ЖУК Га, z): 
М +ер—„ < N+ H+ e 
4 4 
B|. А. ФЕТА О НЯ HSE BUE) 4E, Ф 中 的 元 素 4 还 满足 : 
q <9 < Ф, 2Hqi«p. 
HET p, м, НЯ, XFT#£ q €, Ar RATU), Ио <, <q, T) + 
q — Q лж, HTO KHERI 及 Т(а) 中 的 全 体 :, 区 间 I(g, г) 之 并 没有 公共 


整数 . 
定理 2 的 证 明 : 1) #0 5s(x) = У) X(x + т). 车 X 为 模 p 的 4 次 特征 , 划 


>; |$,G) |” = 
M У Жен. Gm) Xem) еа), 


253225353 


m=i ml в1=1 
TÉ im, Utt, my тус, п,} 分 成 两 类 т 5j 93; дү WERE: Mi — fij, 
toma) 及 nias 777 nid 中 每 个 数 的 重复 次 数 都 是 d 的 倍 


Mis т, mis tt 
数 ,此 处 Са, с, :,) A; ttt ,jr) 都 是 (1， tts 7 ) 的 排列 其 余 的 都 属于 os， 因此 
DILO = У) S XG + mos + т, УЖ + m): (z + s) + 
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+ У) У жет). Gm Оа) GR) = 
= cli. 

由 十 о, 的 元 素 个 数 少 于 (2r )”h', 政 得 

|2 | < (2r ph, 


又 由 Weil 方法 ,可 知 
|| «27 РА”, 


因此 
| У, 15,00) | < (rp + 2rV РВ”, 


2) 由 Pólya 定理 可 知 ,不 妨 假定 
pit? <H < pU, 


HEERKE, BDE H X N, 合 
> H 


n° 


У) X(n) 


n=N+1 
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Чу NOS RITU s Ah epi deest 


=: mmt remm р иво wn а AUT WII it 


当 充分 大 时 ,我 们 将 由 此 得 到 一 个 了 矛盾. 


对 于 了 < 请 ;有 

NAH 4-1 

У 00) = Уу X» to. 

n=N+1 120 а Ка, n 

故 得 

4-1 i 
У xo > Н. 
z=0 | z€r(@ 5 P 


| Ls 
应 用 引 理 , 命中 是 适合 让 一 此 сара КЖ, N Ф HERNEN TR 
b 
х(1 + о(1)). 3T a 求 和 , 当 充分 大 时 ,得 到 
Уи = >; >; XG) 
r z€r 


а 1€T(4)' жЄ1( 0 
由 于 I(g, г) 的 个 数 不 超 过 550 及 


PEL т) = В У, X() + ӨР, 19] «2, 
ЕЕ А 


>92 — Ð ногі >55. 


ВЕРЕ m=1 
故 得 
У) У) s)| > #9 — 559p. 
I ве 2р 
命 
er 
8p" 
Rl 
У) У) |5 »)| > EQ 
T ЗЕ! 4р” 
由 Halder 不 等 式 得 到 


7 


(21 F 40 . 3p шу 1 V нор 
2i > [Salal > (=, но») (530 - 3p 5H) > (==) Ho”, 
故 由 引 理 可 知 


f 1 z r 
> Is, G0 |” > (тту) HO", 


因此 由 1) 得 出 


1 2r — 
( ) НОВ” < (2r) pk + 2r P R”, 
12р" 


命 | 三 | +1, зрака, ЖИТИЕ НИЕ, 
SUE)" X. Riemann 3848,56 FB Brun Eg ЪЕЯЕВЯ T 
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定理 4. 
g(p) = O(m‘ log p), 
此 处 m EF p 一 1 的 互 异 的 素 因 子 个 数 . 
运用 定理 2 ,还 可 以 得 到 模 z 的 最 小 4 KERA NG, п) 的 估计 中 如 下 : 
定理 5。 НЕВЕ s > 0, 则 当 尹 充分 大 时 ， 


—L—** 

1— 

G) Мф, ре (а2 2); 
1 

Gi) N (p, 2) < p" (а > 21); 
log log 7+2 

(ш) М(р, в) <р sr (a> е); 


Civ) 在 广义 Riemann 猜想 下 , N(p, n) = O(log p). 
3. 3€ *! EE 


ЗАРЕ ЕВ ЯЕ ВЯ 
л(х) = lix + Oxo tea y 

这 里 的 方法 基本 上 是 Виноградов #4 , Kopoðos h RERS T jo [i] — #988, 

由 第 二 章 $ 9 定理 135p ZI H 

Б. Ham LAGE +, P>2 Я, ИЕН Ж 
Zis бб, жк, УУРАН. 

(ls) 
的 整数 解 租 数 不 超 过 | 
(вую р-на)! (log P)”. 

RPPK DA TF ИЗДЕН, ЕН ОДЕН 5S EHE IS ВЕ EAS ERK TT SR КАЕ НЕН 

fA 


500042 


定理 . № >7, ь= [©], ку = 84; a, а НОЖ, a 6 , a < a < 
«2a, Х# = а, 0 < 0 < 1, 
s= ghi) а) = В 
Pp» > f 2 ° 
ЕШ 
1B 
|s| «17. ""* 
1 
З. Р = [ai], О = [a° ] , Bi, 
LY L5 i 
$ = — е2) 一 一 一 S, + 20'а* 
РО х=1 > P PO «nsa; , 
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EM - ^ " 二 一 一 一 一 -一 一 一 


此 处 |O] <1 

P 

= M X о?" яч лу) 

x=] ус] 

将 fn + xy) BOE lid А, Ко), а, = CD G > о), - 
plx, y) = Á, + Awy cR Ay хуб, 
АПАЗ 
—1 
— <= 
|а + zy) — фОх,у)| TS 
于 是 
0" 
5, = S, + — Р , 
7k ог 
此 处 |6"| < 1,17 
Р 9 
S, = 2xid(x, y) 

xccl 2; ° 

因此 
工 ` , ” 7 
9 = 一 一 S, + 30” а*, 10 
РО a<n=<al 4 ( ) 


0” Ab, f — ЖХ T 1 5528. 
dr = 26, ri = 2b, 


b= | 0041) + ц, b = Ki s 1 
用 二 次 Halder 不 等 式 得 到 


xi T pee kiy” r 
DANES (> з У У)... у) NS E < 
я 


9 Yro 


< perga S 3 у)... D enm ei) 
У: Yr ERG E» 


X, = м мы м (=<: XR). 
У, = + 5 + У уры 7 у G<: <). 
X, 只 能 取得 — PP: < z, < БР: НН. XEM Hom, coo zu. УХ, = z, 


t, Хы = z+, ПЕНН U GAE 


= 1 1(1—= 
U = ШР ао ijs (log авы, U, = (Бум, 


(S, |” < < perio ?U 2, >» p? 


kı 


У)... У) нт) 
95i 


Yro 


6 124 ° 


表 径 过 一 次 Holder 不 等 式 得 到 


2xz (ЧУ A Y ту) 
|$, |^ < pic iron PU piii 3. эз De M e ™ unm а ka ki N 


ар 六 Faro 
此 处 
Ү, = у ..- + ут — уы 一 ttt — yis (<s =<), 
它 只 能 取得 —r Q* < 7, < roO 中 的 数值 。 对 于 一 组 六 о, Y, = m, 
Ук = у, 的 解数 不 超过 


СК 0-2)“ 


W = W.9 (log e)", Wo = (7г,)®”%®, 
于 是 
| 5, | < 2 ККА 2; Hie Нь, (11) 
1 А 
此 处 


2niA,9 x, 
u . 


如 果 用 最 粗糙 的 估计 H, < „РЖИ 
Эс DO oo Ha < Orne p otea — р, (12) 


Iki 
为 了 得 到 更 精密 的 估计 ,我 们 将 ns 7ы) 分 成 二 类 : E, En XE YEA E, th 
的 Gn; "tts ТӘР {Е Йк++1› °" ` 7] R2 中 至 少 有 & ^ 7 SET 0, 而 将 无 此 性 盾 的 
Cn, coy qe) ЖД. Е, 显然 我 们 有 


。 M Hye H, < < рырфьйно Me 23! « 
(5, 77, 9 )EE: (п, n PR EEL 


(22) (270)* OK+ kotht D Uo koe 2)) 


< гарзан) еә. уко баж) 
= + ( ro) Q (2r, &QUctkokD4- c iotak) 


— 


| 2 1да 
<DOO < ра *%. 


ZE т, = O(R + bh + 1< s< # + b +24), RULES 


Bi isti s Бу рк) < 


|41 < zm" 一 0.1 | 
f ad S Зи пра otl лк › 
BUB \ 
£f £ Н +н—& 
Hegt _ < 2952747 < 10k 222" 01 а, 
rP: 2| As |r Ps 2nPU “ r 2 


因为 对 于 Е, PÉI Од, ---, ўы), EDER РУАН + 1 =< s< & + Ko + 24) Ж 
等 于 0, 因 此 


У Уны ое 
C >, PR) EEs 2 
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н осн + BAA тенис во ит inne eos n. 


于 是 我 们 得 到 上 比 (12) 更 精密 的 估计 


由 此 得 出 


_1 %, _ 2 
Is; | 2ror < (рО) Р Ë) giu D^ а "(log aP (27,2), (13) 
因为 


9k, т 2 
р-у gie mec; g)” <a (Retie kitl) <Ç атак, 


log log a log (5000 &1) 
— 3 
(log а). = д Pky loga < а Wh < qQ00024 . 


0.009761 + 0.000062 — + < —-.; 
16 19" 


又 有 


(2ror’)* < (85,5?) < etilog 5060-7641 log ж, 


7208 720 log 704-420 log 105-2280 1 ) kŠ 
UiW, < (7042) К (1052) < е og og og ki s 


2тог 之 536.521, 


(log 5060 十 6log kı)kı + (720108 70 + 4201og 105 + 2280108 kı) 4i < 1 
“= т» 


536.561 2 


42042 


而 


故 由 (13) 得 到 
EN EN 


ll. 
15| < poa 6 А 17 poa "WE 
由 此 与 (10) 得 出 定理 , 明 所 和 欲 证 


4. С(Е) 的 最 新 结果 


Виноградова % 1959 年 将 G(R) 的 上 界 改 进 为 :对 于 充分 大 的 和 
G(R) < k(21og + 4loglog А + 2108108108 А + 13). (14) 
他 的 方法 主要 是 引进 一 个 新 的 数 集 (o), ARSE $ 26 中 的 集合 {mw} , 然后 用 
一 个 对 应 的 三 角 和 估计 (下 文中 的 引 5) 来 代替 $ 26 的 引 理 2, 
我 们 需要 以 下 一 些 引 理 , 
811. 2,2, P, О 都 是 整数 ,P > 0, О > 0, Ф(у) 为 ? ЗИК, 


a+P—1 b+Q—1 


s= >, У) Ее, 


a+P—-—1 UT btQ-1 
> |ë G)|2 = к, У) |40) | = L, max|?() | = 7. 
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(a) # 
00) = 22-1000, (2,4) = 1, 420, А20, 


且 当 y ЖЕЗ < у 个 相 灯 的 整数 时 ,J(y) KEKE БВ Е А, Rl 
|s| < V KLa[ (21 + OP + 3404 + 1), 
(b) ERER у, 


< +) — 06) <Ë, 
ИЛА > 2B > 2,8] 
[51 < У КАР + 34X9B4 + 1), 

я, Виноградов 著 “ 数 论 中 的 三 角 和 法 ”第 一 章 引 理 10b 及 10с. 

B12. 发? 为 一 充分 大 的 整数 , 9 一 [VP], || < 0°, c, БОЖЕ. ЖА 
1 << 5, ХЕЙ B, fE, 

В, = Pg + +++ + РА, (15) 

的 整数 解 (m. ……， z1) 的 组 数 


IGtD. 


«Q0? p" 
证 ， 当 1 二 1 k}, PREH. 
假 裔 于 7/ 一 1 时 引 理 成 立 ， 命 (z1,，*…, xD BG. ж) 为 方程 (15) 的 任意 
两 粗 解答 ,上 则 有 


Pig, poop РА, | 一 РА 5 РА} = 


= РАК, — z) < pg! 
所 以 РЕ +... + Paa 与 PA + +++ + РЕ, ИНЕТА 
o(Pi9!) 的 区 关中 ， 又 在 此 区 并 中 ,含有 0O (72) 个 вый, FERRAN 
法 的 假定 可 知 , (zi, or, жя) 的 粗 数 


pio! а + 
3 —(I—1)+1 2 一 [十 L 。 
EET. P «0 pia; 


而 在 取 定 (zi, "tts Z1) E. 21 也 就 唯一 确定 . 引 理 得 证 ， 
513. п 6 为 一 整数 , r = [1.62 loga], r = 2r = 4ri, Em 


< 


A=(P y +++ + (P + y СР + узы — с — (P + y,)*, 
Ey у, 各 自 独立 地 跑 过 1, .………，9, 则 至 多 有 
Оер"? 


ntl 


88 (уу, o у) А ЕЕ O(P ©) (БОРЧ. 
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= Ф 
= Бум yao oy (=< = =< 
及 U, = (5) n. bit rko < 0, < neos 
A= РАЦ, + «b РШ + Uk. 
因为 


+! 


-7+1 


PRU 十 … + РО HURK PT, 
EN 
故 若 A 洲 在 一 长 为 O(P”“ ) 的 区 间 中 , 划 
PU, +... + PEU, 
世 如 此 ;而 由 引 理 2 可 知 ,使 
В, = РА +... + Pz, 


k-2t1 


gH natia ы siot) E 
< ре. Р «0 


Я. > >> 22'(31og п + loglogs + 4) — 4 (a 充分 大 时 )， 故 对 每 一 组 n, 


由 第 二 章 $ 9 定理 3 可 知 , 方程 粗 
U, = zí, LU = z, 
的 解 (y1，-…, yr) 的 组 数 < orci FRIRE, 
AME 为 一 整数 , N 为 一 充分 大 的 整数 ， 
Ps = [М], Р, (УР, a= [VP], R= Гра], 


—2 Pi, = pii, = 工人 -1). 
т АРо Та 1 В 4 2 
EH] —!@&<1 一 2 中 的 “都 能 吉成 
а= Z. +z, (4, №) = 1, 0<q=< r, 0 < š < q, |z] < 一 
4 dt» 
的 形状 ， 用 9Л„,„ 表示 区 二 


1 | . 
а 2 |< z, (2,4) = 1, q < Pi. 
q ат 


un 25)» 


ПИ ЕЖЕ тў < a < 1 rit 中 除去 一 切 qu о 后 所 剩余 的 部 分 . ТЯНЕТ, 


所 有 的 Dy, a 互 不 相交 ， 
, EN _ а + 1 _ 1 
X (В), n C24) 9888, вв (к 233) /( 1), 
P; = [р], Q= [VP] Qi»). 
814. ё 
* 128 * 


` o Re 


A; = (P; + yi* + +++ + (P, + Yin) (СР; + yanad (Р, + у), 
Yn» 7t» Ум ЛЕНИЕ 1, 55, ОКТ <; < =), ER AUI 
< (010, ' ` °` Q,'**P, ee 
ЖИ (yu, t Virs tts Yans 111 YD ME 
W = Ay + da oct А„ 
ЕЛЕНЫ ОР") sott. 
证 ， 显然 4; < ОР «Ру, "т "Рокки DRE W 薪 在 此 区 间 中 , 则 А, EE 
ХЕ ОРАТ) 的 区 关中 ,而 由 引 3 ЯГА, Oyu, cs yv) ВНЖ Or" Pr"; 
又 对 一 租 确 定 的 (yu,，.… , n ,根据 同样 的 理由 , НЕК o( p "Т ) 的 区 
[йр BEDA (ул, ss yw) 的 粗 数 < QI PLU, +++; 等 等 ,而 得 引 理 . 
B15。 命 | 
И(а) = 5 5 eirispho ， 
р) < 
ТЕ РЎ R < p < 2R ЗА, eo ДЗЗ АД 
(P, + y) +++ + СР, + у Jt 
的 数 ,而 у (1 <; < on) 划分 别 独立 地 通过 1, +, 0;， 于 是 当 a EE 时 ,可 有 


K ll _1 _ lj. 
W(a) < W(0)Pf, К = :| 4 (1 2) 7 + (k 3L + ek]. 
WE. № Holder 不 等 式 得 到 
|W (а) |° < R'|T(a) | ; T (a) = M > TO emiapte 
p x 
此 处 (x) 为 


wid: cow, — waa — ttt — quay = £ 
的 解 (yi, "7, у) 的 组 数 ,显然 有 > < РЕ | 
Я a € E, HER ARR a == + z, (4, q) = 1, 那 未 或 者 (i) РЁ < q < mn, 


1 < Др, || < — 
470 ат 47, 


对 于 (让 ,用 р, (у), ---, pep (y) SOR R < p < 2R 中 适合 p! = y (mod z) 的 全 
体 素数 ;而 命 р = «ах pO Ж 7 (y) = 1 OBAT у < oG2), = о: > р(у)), 
于 是 


2 nig EOD 


T) = 3, У) ето, 
此 处 yj;(y) = qzpš (у), М 之 leGo |? Вр 
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mit + wy шм `" ии == 0 
的 解数 , 故 直 引 4 可 知 , 引 1 中 的 
K < (Qv guy tp 09, 
EML = > ION] € mia CR, 4), у —1,4—1,p« (к + 1) EET 
1(a) 得 到 
Т(а) < (& +1) eq 0 y P P min (ВР < 


< (о, --- Qu) рН, (16) 
ЯН) НВ р = q: + s; 又 根 据 qi 十 之 为 素数 或 否 ,定义 zx — 190, 于 
是 


d 


T(a) = 3 >; E Сурен), 


此 处 Ф) = "n + (40 +s), [8 


(R/P,)*31 « AC 4- 1) — Ф (г) < RIPI, 
ak EH В| 1Cb) 得 到 


由 此 也 能 得 出 不 等 式 (16)。 引 理 得 旋 。 
如 在 第 四 章 $ 26 中 那样 的 定义 T(a), ТКа) (0 S i m + 1), Ola) £ R(a), 
但 需 将 那里 的 已 换 成 P,。。 由 引 5 我 们 得 到 


` 1 
|, Т (а) (a) W (а) e "4а < РАМ max | W (а) | |R(a) | да < 
а 0 


ат 


« pite w(9)PZR(O) < P*"y(0)R'(0)PÀ 
如 果 取 
n = [log k], п = 3k, т = [k(log k + 21oglog k + logloglog& + 3)], 
容易 证 明 ; 当 名 充分 大 时 ， 


ка <o. 
于 是 
|, танки (а)е Yda = ol PR 0)W (о)). 
又 因 


>| таун а)и Са) е mms > ping C)WwQ), 


ш " 215,4 


GCR) < 2h + 1 + 2(m + 3) + 36 < 
< 2k log k + 4klog log k + 2klogloglogk + ША +7. 
而 得 所 需 千 果 (14). 


5. 其 他 问题 


1. 关 于 素数 定理 (参看 $5). P. Kuhn?! 用 Selberg 的 初等 方法 , 算出 了 素数 定 
| ЗНА. ARER T 


x x 
{ п) = Тов x to (==) 
以 后 , Левин! Н MET ЖИ ЖЕ КЕ СЕ BR, 他 证 明了 : 24 (1,4) = 1 
M, 


x x 
л(х 1) = ——— + О (—-). 
(640) ф(а) 108 x log! x 


2.9 РН RELEEGA $21). ЗОЖ НН, ARER 


(+8) = o(|;8**), 


Pati 一 р» = Оз" ). 
p(q, I) = O(q?) 
中 的 常数 c 适合 с < 5448 а] ЕЕН. ,他 证 明了 
pla, I) 一 ol). 
4. 关 于 Waring 问题 (参看 $§ 25, 28), 关于 Waring ПОЗА 39 БЕП 
证 朋 : 当 s > А + 15, 


5 
Г\ъ-+- |, 
M Í Т(а)'е72*\% da ~ G( ND ге ++) № '. 
Na,“ тра г(2) 
k 
ВЕРУ. RARR Te rE ДУМЕ, ВП 2и 
к>2, (&, q) = 1 hf 


P 4 


У girióska = P LL] + O(qš*°), 


x=] 


н 
Ш 
- 
Y 
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— w 


此 处 与 OO 有关 的 常数 仅 依赖 于 。 ЖА, 


此 外 ,陈景润 证 明了 
37 < g(5) < 40! 
及 
Ро ЁК — Ав (ettn) < 5(klogk + 12)”, 
5. 关 于 Гольдбах MEE $31), RREA T 4 N AAKER, 
N = pi + bp +p, 
此 处 
pic X + (NIS) 


6. 关 于 -一致 分 布 (参看 $ 37). Rothm 话 明了 :对 于 任意 贯 {f(1)}, GO 

都 有 
1 

log P 


lim R(P) = > 0, 
P9 


此 处 c 为 一 外 对 常数 ,而 


ВСР) = jim [М(Руа, b) - (5 — OPI. 


BH Y 
ACE) = xz + OCF), 
关于 除数 并 题 , 尹 文 霖 卢 证 明了 
D(x) = «(орх + 2y — 1) + Оа"), 

8. 关 于 几何 数 葵 的 其 他 开题 (参看 $$ 46—47). RTRA ERMA, Виногра- 
дов #ЕВЯ Y 
Lan otl) 
Ик» УИ 
БИЙ ERRER Т ERAN KREA AN 


O(x 
关于 三 维 除数 开题 . 越 民 义 四 证 明了 
аз < 14 
AA PLRO RRRS RHOIR EE REREN 
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E [28] 291 
| аз < 10 as < — 5 . 


21 17 
зе 181 Pa 8935 ЛЕ , RAR Y РИВНЕ У 


— x 


1 = +оо ©), 


i | ай?+арие}+со®<х Va P ac — Ё 


j 此 处 e, 5, c НЭ, а> 0, ac — P > 0, 
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